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PARATHENIE

Teksti shkollor “Matematika” éshté shkruar sipas programit mésimor sipas Iéndés sé
detyrueshme Matematika pér vitin IV té arsimit té€ mesém profesional né kéto drejtime: Gjeologji,
xehetari dhe metalurgji, Ndértimtari dhe gjeodezi, Elektrotekniké, Makineri, Komunikacion,
transport dhe deponim, Tekstil, Iékuré dhe prodhime té ndryshme, Kimi dhe teknologji, arsimi
i mesém profesional.

Te teksti shkollor jané pérpunuar teorité dhe konceptet themelore té shkencés sé
matematikés bashkékohore té cilat jané té€ domosdoshme né formimin e drejtimeve té profileve
té pérmendur. Nga aspekti teorik dhe praktik, jané pérpunuar pérmbaijtje né 4 njési té ndryshme
modulare —vargje dhe progresione, funksione reale elementare, vlera kufitare e funksioneve me
njé ndryshore reale dhe derivate té funksionit (bazat e njehsimit diferencial) si mé té nevojshme
dhe mé té zbatuara né teori dhe praktiké.

Vémendje té vecanté éshté véné né pérpunimin e funksioneve real ku ¢do koncept
matematikor éshté lidhur me koncept profesional pérkatés nga teoria dhe praktika, gé nxénésve
tua ofron zbatimin e metodave matematikore dhe instrumentet né interpretimin e rezultateve
té fituara prej analizave dhe hulumtimeve té ndryshme.

Teksti shkollor pérmban njé numér té mjaftueshém té shembujve té zgjidhur té cilét
nxénésve do t’'u ndihmon né pérvetésimin e metodave dhe teknikave pér zgjidhje té problemeve
matematikore né kontekst teknik. Shembujt jané mbéshtetur me paragitje grafike, mé sé
shpeshti té vizatuar né pakon e hapur softuerik GEOGEBRA. Teksti shkollor pérmban edhe
detyra té cilat pjesérisht ose térésisht té pazgjidhura dhe ato jané dedikuar pér puné té pavarur
té nxénésve me géllim arritje té suksesit mé té madh, efikasitet né pérvetésimin e materialit
meésimor dhe arritje té rezultateve né té mésuarit.

Né kété tekst shkollor éshté béré pérpjekja fillestare t&é mundésohet gasje direkte deri te
resurset digjitale — aplete (skica digjitale interaktive) té punuara prej autoréve.

Skenoni QR — kodet me Telefonin tuaj té mencur ose futni direkt né
kompjuter linket aktive pér gasje direkte deri te apletet e punuara pér
paragitje vizuele ose vizatim.

Pér formimin e kétij teksti shkollor merité té vecanté kané edhe
recensentét té cilét me sugjerimet e tyre dhe vérejtje kontribuan né pérmirésimin e cilésisé sé
doréshkrimit, pér té cilén u shprehim falénderim té veganté.

Shpresojmé se tekstin shkollor do ta shfrytézojné nxénésit prej drejtimeve teknike, ndérsa
edhe nxénésit tjeré té cilét e mésojné |[éndén e matematikés né drejtime tjera, ndérsa njohurité
e pérvetésuara do té jené mbéshtetje pérkatése edhe pér vazhdimin e arsimimit, né vecanti né
programet studimore nga fushat natyrore-matematikore dhe teknike-teknologjike.

Nga autorét




NJESIA MODULARE 1
VARGJET DHE PROGRESIONET

Né kété njési modulare do té mésohen:

Koncepti pér vargun.

Progresioni aritmetik.

Anétari i pérgjithshém. Shuma e n-anétaréve té paré.
Vetité themelore té progresionit aritmetik. Interpolimi.
Progresioni gjeometrik.

Anétari i pérgjithshém. Shuma e n-anétaréve té paré.
Vetité themelore té progresionit gjeometrik. Interpolimi.
Vargjet konvergjente dhe divergjente.

Kufiri i vargut konvergjent.

Shuma e progresionit té pafundshém gjeometrik.




VARGJET DHE PROGRESIONET

VARGIJET PREJ NUMRAVE REALE

1. PERKUFIZIMI DHE VETITE E VARGJEVE PREJ NUMRAVE REALE
HYRIJE

Né jetén e pérditshme kemi nevojé disa Iéndé, koncepte ose numra t’i rendisim né ndonjé
radhitje logjike dhe té orientuar sipas rregullés té caktuara. Me renditjen e kétillé, elementet
jané renditur né varg. Cdo element ka sakté vend té caktuar né até varg.

Shembulli 1. Shembuj pér vargje.

a) Shkronjat greke, té cilat shfrytézohen prej shekullit té& nénté para eposé soné jané renditur
né varg. Né vendin e paré éshté a, né vendin e dyté £ etj., né vendin e fundit, d.m.th., vendin e
njézet e katér éshté w. Mund té shkruajmé se 1 i shogérohet shkronja a, 2 shkronja 5, ndérsa né
fund 24 shkronja w. Eshté fituar vargu a, f,...,o.

b) Nése ¢do numri natyror i shogérojmé fuqiné e numrit 2, d.m.th., 1 i shogérojmé 21, 2
i shogérojmé 22,..., n i shogérojmé 2',... fitohet vargu i fugive té numrit 2. Eshté fituar vargu
1 2 n
2,2,..,2,..

Pérkufizim: Cdo funksion f': N — R, prej bashkésisé sé numrave natyroré (N) né bashkésiné
e numrave realé (R), e quajmeé varg prej numrave realé.

Shembulli 2. Té shkruhet vargu ashtu qé ¢do numri natyror do t’i shogérojmé katrorin e tij.
Zgjidhje:

Pér shénimin mé té lehté té anétaréve té vargut do ta shfrytézojmé funksionin.

Letéjete N ={1,2,3,...,n,...} dhe f(x) = x*funksion me té cilin do t'i fitojmé elementet e vargut.
fH=1r=1, f(2)=2"=4, f(3)=3"=9,.. f(n)=n" ...

Fitojmé, 1,4,9,...,n°,...— varg prej numrave realé.

Nése funksionin e shénojmé mea : N — R, atéheré anétarét e vargut mund t’i shkruajmé me
shénimin a dhe indeks 7, sipas numrit real té anétarit. Te shembulli i dhéné mund té shkruhet

f)=a,=1"=1, f(Q)=a,=2"=4, f3)=a,=3=9,.. f(n)=a,=n",..



VARGJET DHE PROGRESIONET

Numrat @, a,, a;, ..., 4,,... quhen-anétarét e vargut. Shkurtimisht vargun e shénojmé me
simbolin (an).

a, éshté anétari i paré, a, shté anétari i dyté, a, éshté anétari i treté, a, éshté anétari n.

Numri a, quhet anétari i pérgjithshém i vargut, ndérsa indeksi e paraget numrin rendor té
atij anétari te vargu.

Vargu éshté plotésisht i caktuar nése e dimé rregullén pér fitimin e anétarit té pérgjithshém a,.

Shembulli 3. Té shkruhen 5 anétarét e paré té vargut té dhéné me anétarin e pérgjithshém

1
a, = .
n+l
Zgjidhje:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
al:_:_' a2:_:_' a3:—:—,a4:—:—, a5:_:_
1+1 2 2+1 3 3+1 4 4+1 5 5+1 6

Vargu i numrave realé éshté: l l l l l !

2°374’576 Tn+l’
Shembulli 4. a) Té shkruhet vargu me anétarin e pérgjithshéma, =3n+1, n €{1,2,3,4,5}.

b) Té shkruhet vargu me anétarin e pérgjithshém b =3n+1, n e{1,2,3,...,n,...}.

Zgjidhje:

a) b)
a,=3-1+1=3+1=4 b =3-1+1=3+1=4
a,=3-2+1=6+1=7 by=3-2+1=6+1=7
a;=3-3+1=9+1=10 by=3-3+1=9+1=10
a,=3-4+1=12+1=13
a,=3-5+1=15+1=16 b, =3-n+l

a) Vargu prej numrave realé 4,7,10,13,16 ka 5 anétar dhe quhet varg me numér té fundshém
té anétaréve (varg i fundshém).

b) Vargu prej numrave realé 4,7,10,13,16,...,3n+1,... ka pafund shumé anétaré dhe quhet varg
me numér té pafundshém té anétaréve (varg i pafundshém).

Vargu (an ), mund ta paragesim né Geogebra duke shfrytézuar kolonat A dhe B te paragitja
tabelare, ku te kolona A shkruhet numri real i anétarit, ndérsa te kolona B formula pér anétarin
e pérgjithshém té vargut, ku do té duhet té zévendésohet vlera e n me. fushén Al. Me kopjimin
e formulés fitohen-anétarét tjeré té vargut.



VARGJET DHE PROGRESIONET

Pér shembull le té jeté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshém a, =3n+1. Te kolona B jané
shkruar 5 anétarét e paré té vargut

A B ¢ T & | EI.| c !
=3*A1 +1

10
13
16

FR VIR % QR

[ IR S % R (% T Y

O || L b=
L= B = P O T

Vargu (a,), si funksion prej bashkésisé N né bashkésiné e numrave R mund té paraqitet grafikisht
né rrafshin koordinativ. Poashtu né boshtin x e bartim numrin rendor n té anétarit, port e boshti
y—vlerén e a,. Késhtu pér shembull, anétarit té paré i shoqérojmé pikén (1,a,), anétarit té dyté
(2,a,) etj.

1
Pér shembull éshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshém a, :?' Sé pari te kolonat A
n

dhe B i fitojmé numrat rendor té anétaréve dhe vlera e tyre. Me ndihmén e urdhérit “Krijo listén
e dritares grafike prej pikave” prej Geogebrés dhe selektimi i kolonave té plotésuara A dhe B,né
dritaren gjeometrike grafikisht e paraget vargun

12 Sx[3 «|EIEE
A B |
| 1 1 05
2 2 033
08 3 3 025
4 4 02
28 A 5 5 017
* 6 6 014
e 3B : 7 7 013
£p o« D L35Ed SR A S el J 8 8  0.11
ERRBLUBER|EREFN 9 0.1
10 10 0.09
1] il 2 3 4 ] (5] T 8 9 10 11

Nése déshirojmé grafikisht t’i paragesim anétarét e vargut, atéheré ato jané pikat te boshti
numerik.

1
Pér shembull vargu me anétarin e pérgjithshéma, = T paragitet vetém me pika té boshtit
n+

x, ku vlera e ¢do anétari té vargut éshté paraqitur si piké e vecanté.
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0.20 0.33
0 01 02pof3 *“0a 05 08 07 08 09 1
Shembulli 5. Eshté dhéné vargu i numrave %,%,%,?,2—65,.... Me prove dhe kontroll té cak-

tohet anétari i tij i pérgjithshém.

2

Zgjidhje: Anétari i pérgjithshém i vargut éshté a, =—1, pasi te numéruesi kemi fuqi té nu-
n+
mrit real n té anétarit, port e eméruesi i numrit rendor n té anétarit éshté dhéné vetém 1.

Té shqyrtojmé disa shembuj té vargjeve dhe té konstatojmé disa veti karakteristike té vargjeve
prej numrave realé.

Shembulli 6. Jané dhéné vargjet me anétarét e pérgjithshém
2 1 -1)"
a)an: n b)a, = C)a,,=( )
n+l n+l n+1

Té shkruhen pesé anétarét e paré té vargut, té paragiten te boshti numerik dhe té caktohet

¢)a,=2

shenja e ndryshimit té anétaréve fqinjé a, —a,, a, —a,, ..., a,—a,, pérn € N.
Zgjidhje:
N .. 4385
a) Anétare e vargut jané: 1,—,—,—,—,... 0se
3253

té shkruar me vlera té péraférta anétarét e vargut jané: 1, 1.33, 1.5, 1.6, 1.67,...

133 16
- & ————8—0-000ll : :
1] 02 04 086 0.8 1 1.2 1.41 51 B 1.8 2 2.2
al—az=1—§=%=—%<0.Kemial—a2<0,
az—aS:é—%:%g:—%<0.Kemia2—a3<0
4 —a = 2n _2n+2_2n2+4n—2n2—2n—2n—2__ 2 <
T il n+2 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

Kemia,—a,,, <0,d.m.th.,a <a, pérn€N.
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2n
Pér vargun me anétarin e pérgjithshém a, = 1 themi se rritet.
n

b) Anétarét e vargut jané: — — — — — ...0se

té shkruar me vlera té péraférta anétarét e vargut jané: 0.5, 0.33, 0.25, 0.2, 0.17,...

0.250.33
0 02 nf40.50'.5 oE & 13

a,—a, :%—%:%=%>O. Kemia, —a, >0,
az—a3=l—l:ﬁ=i>0. Kemia, —a, >0
3 4 12 12

1 1 n+2-n-1 1
a —a ., = = =

_ _ = = >0
T gl 42 (n+D)(+2) (n+D(n+2)

Fitoheta, —a,,, >0,sea, >a,, pérn € N.

1
Pér vargun me anétarin e pérgjithshém a, = 1 themi se zvogélohet
n+

.11 o111 .
c) Anétarét e vargut jané: _5’3’_2’5’_8"“ ose té shkruar me vlera té péraférta anétarét
e vargut jané: -0.5, 0.33, —0.25, 0.2, -0.17,...
-0.5 -0.25 0.33

T T T . T .H_.I T T T
-1 -0B8 -08 -04 -D2Z2 0 0.2 04 06 08 1

al—azz—g—éz%:—%<0. Kemia, —a, <0,
1 1 4+3 7

-, =—4+—=—"=—>0.Kemia,—a, >0
CTLEITY T T2 1427

Fitohet se shenja e ndryshimit ndryshon varésisht prej vlerés sé n € N.

_1 n
Pér vargun me anétarin e pérgjithshéma, = ( )1 themi se as rritet, as zvogélohet.
n+




VARGJET DHE PROGRESIONET

¢) Anétarét e vargut jané: 2,2,2,2,2,... ose té shkruar me vlera té péraférta anétarét e var-
gut jané:

ral PO

a,—a,=2-2=0.Kemia,—a, =0,
a,—a,=2-2=0.Kemia,—a, =0

a,—a,, =2-2=0.Kemia,—a,, =0dmth,a, =a, pérn€N.
Pér vargun me anétarin e pérgjithshém a, = 2 themi se éshté varg konstant.

Vetia e rritjes/zvogélimit té vargut quhet vetia e monotonisé, ndérsa vargu varg monoton.

Pérkufizim:

Vargu (a,) monotonisht rritet nése pér ¢gdoneN, a,<a,,,(a,—a,,<0)d.m.th.,
a,<a,<a,<..<a,<a, <

PESERIE
Vargu (a,) monotonisht zvogélohet nése pér¢don eN, a, >a,,,, (a,—a,, >0)d.m.th,
a>a,>a,>...>a,>a, >..

n+l

Vargu (a,) nuk zvogélohet nése pér¢don €N, a,<a,,,(a,-a, <0)

Vargu (a,) nuk rritet nése pér¢doneN, a,>a,,,,(a,—a, =0).

n+1
n+2

Shembulli 7. Té shqyrtohet monotonia e vargut a, =
Zgjidhje:

Pér té shgyrtuar monotoniné e vargut, sé pari duhet té shkruhen disa anétaré té vargut

%,%%,%,.., ndérsa pastaj té caktohet shenja e disa ndryshimeve a, —a,, a, —a,,...prej anétaré-
ve fqinj
2 1 4 1
al—azz——zz——<0, az—a3=§——=——<0,...
3 4 12 4 5 20

Ndryshimi ndérmjet disa anétaréve té paré prej vargut nuk e ndryshon shenjén, ndérsa pér ta
shqyrtuar monotoniné duhet té caktojmé a do té vlen né pérgjithési dhe pér dallim té ndryshi-
mit té anétarit n té vargut (n+1).
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Ta caktojmé vlerén e ndryshimita, —a

n+l?

.

0 g _n+l n+2 (n+1)(n+3)-(n+2)
B S med med (n+2)(n+3)

(P +4n+3)—(n* +4n+4) ' +4n+3-n'—4n-4 1 i
a (n+2)(n+3) - (n+2)(n+3) B (n+2)(n+3)

Fitohet se a, —a,,, <0. Sipas pérkufizimit pér monotoniné e vargut vijon se vargu monoto-

nisht rritet.

n+l

n

Te shembulli 6 nénc) a, = (
n+1

, nése i shgyrtojmé anétarét e vargut té cilét jané paraqitur

te boshti numerik, mund té vérejmé se té gjithé gjenden né intervalin (-1,1). Kjo mund té sh-
kruhet se —1<a, <1, pér¢don € N.

Pérkufizim: Vargu (a,), n=1,2,3,..., themi se éshté:
| kufizuar prej larté, nése ekziston numér real M ashtu qé a, < M, pér ¢do numeér natyror n;
I kufizuar prej poshté, nése ekziston numér real M ashtu qé a, 2M, pér ¢do numér natyror »;

I kufizuar, nése éshté i kufizuar prej larté dhe prej poshté, d.m.th., ekziston numér real m
dhe M ashtu qé m < a, < M, pér ¢do numér natyror n.

Pérkufizimin pér kufizimin e vargut mund ta shprehim edhe me vleré absolute prej anétaré-
ve té vargut

Pérkufizim: Vargu (a, ) éshté i kufizuar nése bashkésia {a, |n € N} éshté e kufizuar d.m.th.,

nése ekziston numér real 4 >0 ashtu qé|a,|< 4, pérgdon € N.

Shembulli 8. Té vértetojmé se vargu me anétarin e pérgjithshém a, = 3—n” &shté i kufizuar
prej larté me numrin M = 2.

Zgjidhje:

Duhet té vértetojmé sea, <2 d.m.th.3—n’> <2,
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Do té fillojmé prej pabarazimit té njohur. Le té jeté n € N numér natyror, atéheré :

n>1 —n*<-1 /43
0> 1 3-n*<3-1
n*>1 /(=1 3-n*<2

Kemi se a, <2. Vértetuam se vargu éshté i kufizuar prej larté me numrin 2.

Shembulli 9. Té shgyrtohet kufizimi i kétyre vargjeve:

3n+1 4n+3
c)a, =
6n+5 4dn+5

1
a)a, =— b)a, =
)a, . )

Zgjidhje:

¢)0,5; 0,51 ; 0511; 05111;...

a) Pér ta shqyrtuar kufizimin e vargjeve, sipas pérkufizimit pér kufizim té vargjeve, kemi:

PércdoneN, L :Lg 1, ose ndryshe, kufizimin e vargut mund ta vérejmé edhe
“ 2n| 2n
nése shkruajmé disa anétaré té vargut té dhéné me anétarin e pérgjithshém.

11

Disa anétaré té paré té vargut jané: PRVEPRrTas ndérsa ato paraqgesin thyesa, vlera e té cilés

zvogélohet, ndérsa mée madhja prej vlerave mund té kufizohet me 1.
b) Pércdon € N, fitohet

_|3n+1] |6n+5-3n-4
6n+5

6n+5-(3n+4)|_|6n+5 3n+d| | 3n+4|_,
6n+5 ‘_‘6n+5 6n+5|_ 6n+5|_

Sipas pérkufizimit, vijon se vargu éshteé i kufizuar.
c) Pér ¢don € N, fitohet

|4n+3| |4n+5-2| |4n+5 |_‘ ~ |
"_|4n+5|_| 4n+5 | |4n+5 4n+5|_ 4n+5|

Sipas pérkufizimit, vijon se vargu éshteé i kufizuar.

1 n—1
501 1{5} 5 1 17 a
_+ . —_+_.—10 =

10100 1 10 100 9
10 10

¢) Pér ¢don € N, fitohet

5 1 1 1
+—2+—3+...+ -
10 10 10 10

n
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10 1-—1 -
5.1 107") 5 1 107)_5 1 _46_23

=—+ < =
10 10’ 9 10 10 9 10 90 90 45

prej ku vijon se vargu éshté i kufizuar.

Detyra pér ushtrime:

1. Gjej pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshém:

2n
1+n

n " 1
: b) a, = (-1) c)a, =2 g, =—

n

a)a, =

2. Shkruaj dy vargje té cilét monotonisht rriten.
3. Shkruaj dy vargje té cilét monotonisht zvogélohen.

4. Gjeje anétarin e pérgjithshém té kétyre vargjeve:

a)1,4,9,16,25,... b)1,3,7,15,31,... c)l,-1L1,-1,1,... ¢) 2,1,

1
g

&=

1
2,

Té caktohet monotonia dhe kufizimi i vargjeve té dhéné me anétarin e pérgjithshém:

5.an=L
3"

6.a, = i
n+3

7.a = n”

opt=5
n

8.an=—n
e

9. Té shqyrtohet monotonia e vargjeve me anétarin e pérgjithshém:

3n—1 2—n n-1
da, <L, e
S oy =

n+l
¢)a, =~n—2n d)an=(_) -

10. Cili prej kétyre vargjeve éshté i kufizuar:

(-1)" -n? 9a _n+(=D" 3742
n

b)a, =2n+(-1D" ¢)a, =
) a, D" <)a, > - g

\a, = Sn
aln 3n+2
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2. PROGRESIONI ARITMETIK

Né njé garé té basketbollit né té katérshen e paré nikoqirét kané arritur 21 piké dhe até né
kété ményré, sé pari ka arritur 1 piké prej gjuajtjes sé lire, ndérsa pastaj koshét tjeré prej “re-
ket”. Te semafori te pikét e nikoqirit jané shénuar kéto numra sipas radhés 1, 3,5, 7, 9, 11, 13,
15, 17, 19, 21.

Cka paraget ky shénim?

Ky shénim paraget varg prej numrave.

A mund té caktohet ndryshimi i té dy anétaréve fginjé (cdo anétar dhe paraardhési tij), duke
filluar prej té dytit?

Po, mund té caktohet ndryshimi i dy anétaréve fqinj dhe ai éshté 2.

Shembulli 1. Jané dhéné vargjet:

a)3,4,5,6,7,... b)2,1,0,-1,-2,... ¢)—,=,—,—,—,... ¢)11,6,1,—4,-9,... d)2,2,2,2,2,...
Té caktohet ndryshimi i cdo anétari dhe paraardhésit duke filluar prej té dytit.
Zgjidhje:

Mund té vérehet se ndryshimi ndérmjet cdo anétari dhe paraardhésit té tij, duke filluar prej
té dytit éshté konstant dhe éshté:

a) 1, b) -1, c) 2, ¢) -5, d) 0.

Pérkufizim: Vargu a,,4,,a,,...,a,,a,.,,... pér té cilin ndryshimi ndérmjet ¢do anétari té tij
dhe paraardhésit té tij, duke filluar prej té dytit numri konstant d quhet vargu aritmetik
ose progresioni aritmetik

a,,—a,=d,pérgdoneN

Shembulli 2. Pér vargun 1,3,5,7,9,11, ... cakto anétarin e pérgjithshém dhe ndryshimi i ¢do
anétari dhe paraardhésit té tij. Si quhet ky varg?

Té caktohet ndryshimi i cdo anétari dhe paraardhésit té tij. Si quhet vargu?
Zgjidhje: Anétari i pérgjithshém i vargut éshté a, =2n—1.

Pastaj e caktojmé ndryshimin ndérmjet dy anétaréve fqinj, a, —a, =3-1=2
a,—a,=5-3=2 a,—a;,=7-5=2

a,—a ,,=(2n-1)-(2n-3)=2n-1-2n+3=2
Ndryshimi éshté konstant dhe ajo éshté d = 2.

Pér kété varg themi se éshté progresion aritmetik.

Prej shembullit 1, né pajtim me pérkufizimin mund té vérejmé se progresioni aritmetik éshté
monotone rritése nése d > 0, monotone zvogélues nése d < 0 dhe éshté konstant nése d = 0.
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Né pérgjithési. Le té jeté dhéné progresioni aritmetik a,,a,,a;,4,,...,a, ,a,,.... Prej pérkufi-
zimit pér progresion aritmetik vijon se

a,—a,=a,—a,=a,—a,=..=a,—a, , =d

Prej barazimeve vijuese fitohet

a,—a,=d,d.mth,a,=a+d
a,—a,=d,dmth,a,=a,+d=a+d+d=a,+2d

a,—a,=d,d.mth., a,=a,+d=a,+2d+d =a,+3d

a,—a, =d,dmth,a =a _ +d.

Me zévendésimin te formulat paraprakisht té fituara te

a,=a, +d fitohetsea, =a,+(n-1)d .

Teorema: Pér anétarin e pérgjithshém té progresionit aritmetik vlena, = a, + (n - I)d.

Shembulli 3. Cakto anétarin e 30 té progresionit aritmetik 3,5,7,9,11,...

Zgjidhje: Anétari i paré i vargut éshté a, = 3 dhe ndryshimi éshté d = 5-3 = 2. Cdo anétari ar-
dhshém zmadhohet pér 2.

Sipas teoremés, mund ta njehsojmé anétarin i tridhjeté a,, =a,+(30-1)d d.m.th.,
a,, =3+29- 2=61

Shembulli 4. Cili anétar te progresioni aritmetik 5,1,—3,... éshté i brabarté me -55?

Zgjidhje: Prej anétaréve té dhéné té progresionit aritmetik mund té caktojmé anétarin e paré,
ndryshimin dhe anétarin n,a, =5dhed =1-5=-4dhea, =—-55. Vlerat e dhéna i zévendésojmé
teformulaa, =a, + (n - 1)d fitohet

—55=5+(n-1)- (-4) = —55=5-4n+4, prejkun=16.
Anétari i kérkuar éshté anétari i gjashtédhjeté.
7 1
Shembulli 5. Njehso n te progresioni aritmetik nése g, = Y = 3 dhea, =-10.

d
Zgjidhje: Vlerat e dhéna i zévendésojmé te formulaa, = a; + (n - l)d. Kemi:

—10:—Z+(n—1)- ! :>—10:—z—ﬁ+lprejkun=14.
2 2 2 2 2
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Shembulli 6. Anétari i pesté i progresionit aritmetik éshté 19, ndérsa anétari i dhjeté éshté
39. Té caktohet vargu.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés kemia, = 19 dhe a,, = 39. Prej pérkufizimit dime se progresi-
oni aritmetik &shté plotésisht i caktuar nése i dim anétarin e paré a, dhe ndryshimin d.

Vijon:

a;=a,+(5-1)d =>19=a,+4d

a,=a,+(10-1)d = 39=a,+9d

e Psas - . .. . . a1+4d:19 o ..
Né kété ményré fitohet sistemi i barazimeve lineare . Me zgjidhjen e tij
a,+9d =39

a,+4d =19 a,=19-4d a,=19-4d [a,=19-4-4 (a =3
= = = =
a,+9d =39 |19-4d+9d =39 |54 =20/:5 d=4 d=4

Fitohet se a, = 3 dhe d = 4. Vargu i kérkuar éshté: 3, 7, 11, 15, 19, ....

Shembulli 7. Né njé shitore ditén e paré té muajit jané realizuar té ardhura prej 147420 de-
naré, ndérsa mé 31 té muajit té njéjté té ardhurat kané gené 95610 denaré. Sa éshté rénia me-
satare ditore e té ardhurave, nése ajo mund té paragitet si progresion aritmetik qé zvogélohet.

Zgjidhje: prej kushtit té detyrés kemi a; = 147420 dhe a,, =95610.
Prej pérkufizimtit pér progresion aritmetik kemi,

ay, =a,+(31-1)d = a,, = a,+30d

| zévendésojmé vlerat fillestare,

95610=147420+30d , 30d =95610-147420, 30d =-51810 /:30

—51810
30

, d=-1727

Té ardhurat zvogélohen ¢do dité pér 1727 denaré.

Shembulli 8. Cakto progresionin aritmetik, nése shuma e anétarit té treté, té pesté dhe té sh-
taté éshté 39, ndérsa shuma e anétarit té katért dhe té nénté éshté 35.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés mund té shkruajmé barazimet :
a,+as+a, =39dhea, +a, =35.

Me zévendésim ¢ te formula pér anétarin n kemi:
(a,+2d)+(a,+4d)+(a,+6d) =39 = 3a,+12d =39 prej ku a, +4d =13
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(a,+3d)+(a, +8d) =35 = 2a,+11d =35
E fitojmé sistemin e barazimeve lineare:

a,+4d =13 a,=13-4d a,=13-4d
= = =
2a,+11d =35 2a,+11d =35 2(13-4d)+11d =35

a,=13-4d a,=13-4-3 a, =1
& & &
3d =9 d=3 d=3
Vargu i kérkuar éshté 1,4,7,....

Shembulli 9. Ndérmjet numrave 9 dhe 37 interpolo (fut) 6 numra té cilét me numrat e dhéné
formojné progresion aritmetik.

Zgjidhje: Prej kushteve té dhéna ndérmjet numrave 9 dhe 37 duhet té fusim 6 numra dhe

Vargu ka 8 anétar, ndérsa anétari i paré dhe i teté jané a, = 9 dhe a, = 37.

Prej formulés pér anétarin e pérgjithshém (né rastin e anétarit té teté) a, = a, + 7d, me
zévendésimin

37=9+7d = d=4.
Progresioni i kérkuar éshté: 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 379.

Shembulli 10. Né njé shitore ditén e paré té javés éshté realizuar garkullim prej 10000, ndérsa
ditén e pesté éshté realizuar garkullim prej 22000 den. Té njehsohet rritja ditore e garkullimit,
nése ai rritet né ményré té barabarté ¢do dité.

Zgjidhje: Tge detyra éshté dhéné se garkullimi rritet né ményré té barabarté, qé do té thoté
se garkullimi formon progresion aritmetik. Te kushti i detyrés éshté dhéné qarkullimi pér ditén e
paré dhe té pesté, d.m.th., a, = 10000 dhe a; = 22000. Prej formulés pér anétarin e pérgjithshém
as = a, + 4d, me zévendésim kemi 22000 = 10000 + 4d = 4d = 12000 d.m.th., d = 3000.

Detyra pér ushtrime:

1. Té caktohet anétari 15 i progresionit aritmetik 2, 5, 8,...

2. Te progresioni arimtetik 5, 1, -3,... té caktohet cili anétar sipas rendit éshté -51.
3. Té njehsohet numrin tek i 120 sipas radhés.

4. Té njehsohet numri ¢ift i 100 sipas radhés.

5. Borxhi i njé organizate né 1 janar té vitit 2000 ka gené 50000 euro, ndérsa ¢do vit té ar-
dhshém borxhi zvogélohet pér 3500 euro. Pas sa vite borxhi ka gené 22000 euro?
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6. Shuma e tre numrave té cilét formojné progresion aritmetik éshté 24. Cakto ato numra,
nése dihet se katrori i numrit té paré éshté pér 96 mé i vogél se ndryshimi i katroréve té numrit
té treté dhe té dyté.

7. Né njé punétori té shkollés pér arsim té mesém profesional ¢do muaj prodhimi i llambave
zmadhohet me dinamikén e njéjté. Muajin e paré jané prodhuar 200 llamba, ndérsa né muajin
e katért 224. Né cilin muaj jané prodhuar 272 llamba?

8. Ndémjet numrave 12 dhe 100 fut 10 numra, té cilét sé bashku me numrat e dhéné formo-
jné progresion aritmetik.

9. Té caktohet progresioni aritmetik pér té cilin shuma e anétarit té katért dhe té gjashté ésh-
té -20, ndérsa prodhimi i anétarit té paré dhe té pesté éshté -140.

10. Gjeje progresionin aritmetik:

a) nése a; +ay =22 dhe as =6,

b) nése a; +a, =50 dhe ay +a; =38.

11. Cakto anétarin n te progresioni aritmetik nése:

a)a;=4,d=3,n=8 c)ay=-9,d=5n=12

d:_l’nzg ¢ay=a+b,d=a,n=15

1
b)a = —,
Ja =5 4
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3. SHUMA E N-ANETAREVE TE PARE TE PROGRESIONIT ARITMETIK
Le té jeté dhéné progresioni aritmetik me numér té fundshém té anétaréve 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8,9, 10.

Anétarét 2 dhe 9, 3 dhe 8, 4 dhe 7, 5 dhe 6 jané njé lloj té larguar prej anétaréve té skajshém
1 dhe 10. Pér shumén e anétaréve vlense1+10=2+9=3+8=4+7=5+6=11

Vetia 1. Pér progresionin aritmetik té fundshém shuma e ¢farédo dy anétaréve njé lloj té lar-
guar prej anétarit té paré dhe té fundit éshté e barabarté me shumén e anétaréve té skajshém
dmth,a +a, , =a+a,, 2<k<n

Vértetim: @, =a, +(k—-Dd dhea, , ,,=a,+(n—(k-1)-1)d =a, +(n-k)d

Pér shumén e tyre kemi

a+a, g y=a+k-Dd+a+(n-kyd=a +a +(k-1+n-k)d=a,+a,+(n-1)d =a, +a,

gé duhej edhe té fitohet.

Ta shqyrtojmé pérséri té njéjtin progresion aritmetik, ndérsa tani le té jeté me shumé anétaré
té pafundshém d.m.th., 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...,n,...
Cka vlen pér anétarét e kétij progresioni?
1+3 2+4 3+5 4+6
7 3 = ’ 4 = ’ 5 = VARER

2 2 2 2
Vérejmé se ¢do anétar i progresionit, pérvec té parit éshté mes aritmetik i anétaréve té tij fqinj.

2=

Vetia 2. Cdo anétar prej njé progresioni aritmetik, pérveg té parit, paraget mes aritmetik prej
anétarit para tij dhe anétarit pas tij d.m.th.,

a, :%,pérk>l, keN.
Vértetim: Le té jenéa,_,,q,,qa,,, tre anétaré té njépasnjéshém té njé progresioni aritmetik. Si-
pas pérkufizimit pér progresion aritmetik vlen a, —a, , =a,,, —a, d.m.th., 2a, =a, , +a,,, prej

Ay

+
ku vijon a, =% pérk >1, k € N, gé duhej té vértetohet.

Kjo veti pérgjithésohet dhe vlen kjo:

Vetia 3. Cdo anétar i progresionit aritmetik éshté mesi aritmetik i ¢do cifto té anétaréve prej
vargut qé éshté njé lloj i larguar prej tij.
Ta shqyrtojmé kété veti te progresioni aritmetike 2,4, 6,8,,12,14,16,18,...
H_J
_ 6+14 0= 4+16 10= 2+18 .

2 2 2

8+12' 10

Pér numrin10 =
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Le té jeté dhéné progresioni aritmetik me a,,a,,a;,4,,...,a,,.., ndérsa me ndryshimin d. Shu-
ma e n-anétaréve té paré té progresionit aritmetik shénohet me S, éshté:

n
S =a +a,+a,+..+a,dmth,S, = za.

i
i=1

Shembulli 1. Té caktohet shuma e 10 anétaréve té paré té progresionit aritmetik
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,....

Zgjidhje:
Sio=1+2+3+4+54+6+7+8+9+10=5- (1+10)=55

Te shembulli kérkohej té caktohet shuma e 10 anétaréve té paré, ndérsa cka nése duhet té
caktohet shuma e té paréve, 100 ose 1000 anétaréve?

Ta shkruajmé teoremén pér shumén e n-anétaréve té paré té progresionit aritmetik.

Teorema: Shuma e n-anétaréve té paré té progresionit aritmetik caktohet sipas formulave:

n

n n
S :E(al +a,)oseS, ZE(Zal +(n-1)d)

Vértetim: Leté jeté S, =a, +a, +a, +...+a,_, +a, , +a,dheté shkruar né renditjen e anasjellté,

S =a,+a, +a, ,+..ta,+a,+a,

n—1

Me shumén e anéve té majté dhe té djathté té dy barazimeve dhe grupimi i anétaréve prej
anés sé djathté, kemi,

28, :(a1 +an)+(a2 +an_])+(a3 +an_2)+...+(an_2 +c13)+(an_1 +a2)+(an +a1)
Prej vetisé 1 kemi
a+a,=a,+a, =a,+a,,=..=a,,+a,=a, +a,=a,+a dhe me zévendésim fitohet

28, =(a,+a,)+(a,+a,)+..+(a +a,)+(a +a,),dmth,2S, =n(a +a,). Gjaté pjesétimit

n

me 2 e fitojmé formulén S, = E(GI +a,), qé duhej té vértetohet.
Nése e zévendésojmé pér anétarin n té progresioni aritmetik kemi

S, :g(a1 +a,+(n-1)d)d.mzth., S, =§(2a1 +(n—1)d) Me kété éshté vértetuar edhe bara-

zimi i dyté
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Shembulli 2. Cakto shumén e 50 anétaréve té paré té progresionit aritmetik 2,6,10,14,18,...

Zgjidhje: Prej progresionit aritmetik t€ dhéné mund té caktohet se a, = 2 dhe d = 6-2 = 4.

50
Atéheré shuma e 50 anétaréve té paré éshté S, = 7-(2-2+(50—1)-4) =5000.

Shembulli 3. Té caktohet shuma e n-anétaréve té paré té numrave natyroré.

Zgjidhje: Vargu prej n numrave té paré natyror éshté 1, 2,3,...,n, ku a, = 1 dhe a, = n. Me zé-

vendésim te formula S, = g(a1 +a,)= g(1+n), d.m.th., pér shumén vlen

1+2+3+...+nzm.

Shembulli 4. Shuma e 20 anétaréve té paré té njé progresioni aritmetik éshté 230, ndérsa

anétari i katér éshté 5. Cakto progresionin.
Zgjidhje: Prej kushteve té dhéna mund té caktojmé S, =230 dhe @, = 5. Me zévendésimin te

formulat pér progresion aritmetik i fitojmé barazimet ?(2611 + (20—1)d) =230dhea, +3d =5.

2a,+19d =23

Pas rregullimit té barazimeve e fitojmé sistemin e barazimeve Iineare{ ad=5 °
a,+3d =

Zgjidhja e sistemit éshté a, =2 dhe d = 1.

Progresioni aritmetik i kérkuar éshté 2,3, 4,..., 21.
Shembulli 5. Te njé progresion aritmetik me numér tek té anétaréve anétari i mesém éshté

15, ndérsa shuma e té gjithé anétaréve éshté 135. Cakto numrin e anétaréve.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés S, = 135 dhe anétarit té mesém té progresionit aritmetik me
a,+a
L =15.

numeér tek té anétaréve éshté i barabarté me

Me zévendésim te formula pér shumén e n-anétaréve té paré té progresionit aritmetik

S, :%(a1 +a,)= n% e fitojmé barazimin135=n- 15d.m.th.,, n=9.
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Detyra pér ushtrime:

1. Sa éshté anétari i 25 dhe shuma e 25 anétaréve té paré prej vargut 5, 9, 13,...

2. Cakto progresionin aritmetik, nése 5a, + 10a5 = 0 dhe S, = 14.

3. Sa anétar ka progresioni aritmetik i fundshém pér té cilina, =7,d =5 dhe S, = 243
4. Zgjidhe barazimin 3+ 7 + 11+... + x = 210.

5. Té njehsohet shuma e 100 anétaréve té paré té progresionit aritmetik, nése anétari i paré
éshté 7, ndérsa anétari i 100 éshté 53.

6. Shuma prej 40 000 denaré éshté ndaré né 10 persona ashtu gé ¢do person i ardhshém fi-
ton 500 denaré mé shumé prej paraardhésit. Sa denaré ka marré personi i paré, ndérsa sa per-
son ii fundit?

7. Firma “AA” pér prodhimin e kabllove né vitin 2015 ka prodhuar 70000 m kabllo. Nése ¢do
vit firma e zmadhon prodhimin e kabllos pér 500 m, atéheré té caktohet sa metro kabllo do té
prodhon né vitin 2025 dhe sa éshté prodhuar gjithé periudhés.

8. Té gjendet anétari i pérgjithshém i progresionit aritmetik, nése anétari i paré éshté 10 dhe
shuma e dyzet anétaréve té paré éshté 1050.

9. Anétariikatért i njé progresioni aritmetik éshté 9, ndérsa anétari i nénté éshté -6. Sa anétar
duhet té mblidhen qé shuma té jeté 54.

10. Sa anétar prej progresionit aritmetik 30,27,24,... duhet té mblidhen gé shuma e tyre té
jeté e barabarté me 0.

11. Shuma e nénté anétaréve té oparé té njé progresioni aritmetik éshté 144, ndérsa shuma
e shtaté an étaréve vijues éshté 368. Gjeje progresionin!
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4. PROGRESIONI GJEOMETRIK

Shembulli 1. Jané dhéné vargjet:

a)l1,2,4,8,16,... c) 5,-10,20,-40,80.,... d)5,5,5,...
1 111 11 11

b)l,—,—,—,—,... ¢)99,33,11,—,—,...
2 4816 39

Té caktohet herési i cdo anétari dhe anétarit paraprak duke filluar prej té dytit.
Zgjidhje:

Mund té vérehet se herési ndérmjet ¢do anétari dhe paraardhésit té tij, duke filluar prej té
dytit éshté konstant dhe éshté:

1 1
a) 2, b) — c) -2, _ d) 1.
)2, 9)3,

Pérkufizim: Vargua,,a,,a,,...,a,,a,,,,...pér té cilin vlen herési ndérmjet dy anétaréve fqinj
duke filluar prej té dytit éshté numér konstant g quhet varg gjeometrik ose progresion
gjeometrik

a,,-.a,=qpércdoneN

Shembulli 2: Eshté dhéné vargu 1,2,4,8,16,... Té caktohet anétari i pérgjithshém i vargut dhe
herési i cdo anétari dhe paraardhésit té tij, duke filluar prej anétarit té dyté. Si quhet vargu?

Zgjidhje: Anétari i pérgjithshém i vargut éshté a, = 2,
2 4 a, 2"
Enjehsojméherésin:&:—:z,&=—:2, ﬁzgzz,m, B = —
a 1 a, 2 a, 4 a 2"
Herési éshté konstant dhe ai éshté ¢ = 2.

Pér kété varg themi se éshté progresion gjeometrik.

Prej shembullit 1, né pajtim me pérkufizimin mund té vérehet se progresioni gjeometrik pér
a, > 0 éshté monotono rrités nése

q > 1, monotono zvogélues nése 0 < g < 1, éshté varg konstant nése g = 1, ndérsa as rritet, as
zvogélohet g < 0.

Pér progresionin gjeometrik ku a, < 0 e monotonisht rritet nése 0 < g < 1, monotonisht zvo-
gélohet nése ¢ > 1, éshté varg konstant nése g = 1, as rritetr, as zvogélohet ¢ < 0.

Né pérgjithési, le té jeté dhéné progresioni gjeometrik a,,a,,a,,4,,...,a,_,,a,,.... Prej pérkufi-
zimit pér progresion gjeometrik vijon se:
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G _8 4 _ _a

a a, a a
Prej barazimit:

a
—2=¢,d.mth., a, =aq,
al

%: qg,d.mth., a,=a,9=0a9-9= alqz'
2

ﬂz q, d.m.th., a,=a,q = a1q2 4= a1q3--'
a,

7

; =q,d.mth., a,=a, q,te barazimi pér anétarin n fitohet a, = a,q""

n—1

Teorema: Pér anétarin e pérgjithshém té progresionit gjeometrik vlen a, = alq"’1

Shembulli 3. Anétari i paré i progresionit gjeometrik éshté 3, ndérsa anétari i shtaté éshté
192. Té caktohen 7 anétarét e paré té progresionit gjeometrik.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés a, =3 dhe a;, =192.

Prej teoremés pér progresion gjeometrik, vijon

a, =a, -q°, 192:3-q6, q6 =64, g=%2

Nése g = 2, atéheré progresioni gieometrik éshté 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192,...,

ndérsa nése g = -2, atéheré progresioni gjeometrik éshté 3, -6, 12, -24, 48, -96, 192,....

Shembulli 4. Anétarii paré i progresionit gjeometrik éshté 3, herési éshté 4, ndérsa 3072 ésh-
té njéri prej anétaréve té tij. Cili éshté numri i tij rendor te vargu?

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrésa, =3, g =4 dhe a, =3072.

Prej pérkufizimit a, = @,¢"" me zévendésim kemi3072=3-4""'=1024 =4""=4" =4"",
Prej ku vijonse n -1 =5, d.m.th., n = 6.

Vijon, anétari i dhéné éshté i gjashti me radhé.

1
Shembulli 5. Njehso anétarin e paré dhe herésin e progresionit gjeometrik, nése a, = _Z dhe
1

a, =—.
)
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1
Zgjidhje: Preja, = a,q” dhe a, = _Z' vijon alq2 =

1 1
Preja, = a,q° dhe ag =—2, vijon alq5 =—

2 1
aq = "2
Kemi sistem prej dy barazimeve me dy ndryshore .
5
a — —
19 32
1
. . . .. . . . . a q2 __ 1 . .. 3
Nése kéto dy barazime i pjesétojmé, fitohet 1_5:T4 ——=-8 prej ku vijon se ¢" = ——
a,q 1 q

32
1 1
d.m.th,g=3-——=——
=732

1

=——>=a =

5 _
1 1
Te barazimi i paré e zévendésojmé vlerén e herésit al[— J 2 T4 =-1
4

1
Fitojmé se vargu ka anétar té paré a, = -1 dhe herés g =——.

Shembulli 6. Shkruaj gjashté anétarét e paré té progresionit gjeometrik nése a; +a, =240
dhe a, +a, =120.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés e kemi sistemin e barazimeve lineare as +a; =240
a,+a, =120

dhe me zévendésim te formula pér anétarin n té progresionit gjeometrik a, = ag””, e fitojmé

4 2
gt = a,q* (1+4°) =240

sistemin e barazimeve me dy ndryshore aq +aq =240 = . i
a,q’ +a,q° =120 aq (1+q ):12().

4 2
e . aq (1+q ) 240
Me pjesétim té barazimeve S ==
aq’(1+¢*) 120
Me zévendésimin e vlerés sé herésit te barazimii paré, fitohet vlera e anétarit té paré d.m.th.,

240
a- 2*(1+2%)=240 = al=§=3

, kemi g = 2.

1
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| kérkuar éshté: 3,6,12, 24, 48,96,...

Shembulli 7. Té njehsohet numri i banoréve té njé qyteti pas 10 vjet, nése ¢do vit numri i
banoréve zvogélohet pér 1%, ndérsa tani ka 60 000 banor.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés vijon se zvogélimi realizohet sipas parimit té progresionit gje-
ometrik. Anétari i paré i progresionit gjeometrik éshté a, = 60000. Pasi zvogélimi éshté p = 1%,

1
pér herésin e progresionit gjeometrik kemig =1 —%, vijong = l—m =1-0,01=0,99dhe pasi

kérkohet pas 10 vjet n = 11. (Tani qyteti ka @, banorég, pas 1 viti numri i banoréve éshté a,, ..., pas
10 vjet numri i banoréve éshté a,,.)

Preja,, =a,q", vijon a,, =60000- 0,99 = a,, =54263
Fitohet se qyteti pas 10 vjet do té keté 54 263 banor.

Shembulli 8. Ndérmjet numrave 10 dhe 160 fut (interpolo) tre numra, té cilét sé bashku me
anétarét e dhéné formojné progresion gjeometrik.

Zgjidhje: Prej kushteve té dhéna ndérmjet numrave 10 dhe 160 duhet té fusésh 3 numra,
ndérsa do té formohet progresion gjeometrik 10, _, _, _,160. Vijon a, = 10 dhe a, = 160.

a, = a,q", me zévendésim kemi160=10- ¢*=¢" =16 = g=+2.
Ekzistojné dy vargje gjeometrike, ndérsa até:

Nése g = 2, atéheré vargu éshté 10,20, 40,80,160,

Nése g =2, atéheré vargu éshté 10,-20,40,-80,160.

Shembulli 9. Eksporti i pérgjithshém i metaleve prej sipérmarrjes “AA” né muajin janar
dhe mars kané sjell profit prej 1 300 000 S, ndérsa né muajin shkurt dhe prill ka sjell profit prej
2 600 000 S. Nése profitin e zmadhojmé si progresion gjeometrik té caktohet produktiviteti né
katér muajt e paré.

Zgjidhje: Le té jeté a, profiti né muajinn,n=1, 2, 3, 4.

Prej kushti té detyrés, vijon

a, +a, =1300000
a, +a, = 2600000

, - _ _ 2 PO
Prej teoremésvijon:a, =4, ¢, a,=a,- q"dhea,=aqa,- ¢
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Me zévendésimin te sistemi kemi

a;(1+¢%) =1300000
ayq(1+¢>) =2600000

Me zévendésimin e barazimit té paré te barazimi i dyté kemi: 13000004 = 2600000 .
Kemi se ¢ = 2, ndérsa anétari i paré i progresionit éshté a, =260000.

Vijon

a, =2600006 janar,

a, =260000-2 =520000S shkurt,

a; =260000-2 =1040000 $ mars,

a, =260000-2° =2080000$ prill.

Detyra pér ushtrime:

1. Té gjendet anétari i 10 i progresionit gjeometrik 8, 4, 2,...
2. Té njehsohet anétari 20 i progresionit gjeometrik: 1, 3, 9, 27, ....
3. Gjeje anétarin e paré té progresionit gjeometrik me herés 4 dhe anétari i teté 256.

4. Anétari i katér i njé progresionit gjeometrik éshté 162, ndérsa anétari i gjashté éshté 1458.
Té njehsohet anétari i paré dhe herési.

5. Gjeje progresionin gjeometrik nése 160 a, + a; = 80 dhe a4 + a, = —80.
6. Té njehsohet numri b ashtu gé 3, b, 75 té formon progresion gjeometrik.

7. Ndryshimi ndérmjet anétarit té gjashté dhe té katért éshté 72, ndérsa ndryshimi ndérmjet
anétarit té treté dhe té paré éshté 9. Gjeje progresionin gjeometrik.

8. Shuma e tre anétaréve té njé progresionin gjeometrik éshté 6, ndérsa shuma e anétarit té
dyté, té treté dhe té katért éshté -3. Gjeje progresionin gjeometrik.

9. Shuma e dy anétaréve té paré té njé progresionin gjeometrik éshté 15, ndérsa shuma e dy
vijuesve éshté 60. Njehso anétarin e paré dhe herésin e progresionit gjeometrik.

10. Ndryshimi i anétarit té treté dhe té paré té njé progresioni gjeometrik éshté 24, ndérsa
ndryshimi i anétarit té pesté dhe té paré éshté 624. Njehso anétarin e paré dhe herésin e pro-
gresionit gjeometrik.

11. Shkruaj pesé anétarét e paré té progresionit gjeometrik nése ay —a, +a; =13 dhe
as + az = 78 .
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5. SHUMA E N-ANETAREVE TE PARE TE PROGRESIONIT GJEOMETRIK

Le té jeté dhéné progresioni gjeometrik me numér té fundshém té anétaréve 1, 2,
4,8,16,32,64,128.

Anétarét 2 dhe 64, 4 dhe 32, 8 dhe 16, jané njé lloj té larguar prej anétaréve té skajshém 1
dhe 128. Pér prodhimin e anétaréve vlense1-128=2-64=4-32=8-16=128.

Vetia 1. Pér progresionin gjeometrik té fundshém prodhimii ¢do dy anétaréve njé lloj té larguar
prej anétarit té paré dhe té fundit éshté i barabarté me prodhimin e anétaréve té skajshém, d.m.th.,

A Ay =" a,, 2<k<n

A G . — k-1 _ (n—(k-1)-1) _ (n—k)
Vértetim: a, =a,q" dhea, , , =aq =ayq

Pér prodhimin e tyre kemi

a-a, ;o =aq" " -aq" " =a-a,-¢""" =a,-a,¢g"" = a, -a, qé duhej té vértetohet.
H_J

a,

Ta shqyrtojmé pérséri progresionin e njéjté gjeometrik, ndérsa tani le té jeté me anétar té

n-1

pafundshém, d.m.th., 11, 2, 4,8,16,32,64,128,..., 2 ...
Qé vlen pér té gjithé anétarét e kétij progresioni?

2°=1-4, 4=2-8,8 =416, 16> =8-32, ...
Vérejmeé se katrori i cdo anétari té progresionit, pérveg té parit, éshté prodhim i anétaréve fqinj.

Vetia 2. Cdo anétar prej njé progresioni gjeometrik, pérvec té parit, éshté mesi gjeometrik i
anétarit para tij dhe anétarit pas tij te progresioni

a’=a,_, - a,dmth,a =\a_ - a. pérk>1,keN.

Vértetim: Le té jené a,_,,q,,a,,, tre anétaré té njépasnjéshém té njé progresioni gjeometrik.

Sipas pérkufizimit pér progresionin gjeometrik vlen, prej ku vijon se S G

G G
a’=a,, - a,dmth,a =\a,_ - a.,pérk>1,keN,qéduhejté vértetohet.

a,#—1,1 dhe g #—1.
Vetia mund té pérgjithésohet dhe té vlen:

Vetia 3. Cdo anétar i progresionit gjeometrik éshté mesi gjeometrik i ¢do cifti prej vargut gé
éshté njé lloj i larguar prej tij.

Ta shqyrtojmé progresionin gjeometrik 1,2, 4, 8,,32,64,128, 256, ...
N
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Pér numrin 16 vlen 16> =8-32, 16> =4-64, 16> =2-128, 16> =1-256, ...

Le té jeté dhéné progresioni gjeometrik me a,,a,,a;,a,,...,a me herésin g. Shuma e

n-anétaréve té paré té progresionit gjeometrik shénohet me §, éshté:

n
S =a +a,+a,+..+a,dmth,S, = Za.

i=1
a,#—1,1 dhe g #—1.
Shembulli 1. Té caktohet shuma e 10 anétaréve té paré té progresionit gjeometrik
1,2,4,8,16,32,64,128, 256,512,...
Zgjidhje:
Sio=1+2+4+8+16+32+64+128+256+512=1023

Pér té mos shénohen té gjithé anétarét e progresionit gjeometrik, pra pastaj té caktohet shuma
e tyre, do ta shkruajmé formulén pér shumén té n-anétaréve té paré té progresionit gjeometrik.

n
Teorema: Shuma e n-anétaréve té paré té progresionit gjeometrik S, = Zai caktohet me:
i=l
n
-1
Si’l = Cll * q 5 q i 1
qg-1

Vértetim:

Shuma e n-anétaréve té paré té progresionit gjeometrik le té jeté

S =a+a,+ta;+..+a, +a,

dhe nése zévendésohet formula pér n-anétarét te progresioni gjeometrik kemi

S =a+aq+aq +..+aq " +aq"".

Nése barazia shumézohet me ¢ dhe rregullohen-anétarét kemi

qS, =aq+aq’ +aq’..+aq"” +aq".

Tani, nése prej barazimit té dyté i zbresim anét pérkatése prej barazimit té paré, kemi
qS,-S =aq+aq’ +aq’..+aq"" +aq —-a,-aq-aq’ —..—aq"’ —aq"" dmth,

an _Sn :alqn _al'
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Vijon S, (¢ —1)=q, (q" —1) .

Nése e shprehim §, e fitojmé formulén pér shumn e n-anétaréve té paré té progresionit

n

o q # 1, gé duhej té vértetohet.

gjeometrik S, =a, 9
q —_—

Shembulli 2. Cakto shumén e 20 anétaréve té paré té progresionit gjeometrik 3,6,12,...
Zgjidhje: Prej progresionit té dhéné mund té caktojmé se a, =3 dhe g = 2. me zévendésimin
q -1
qg-1

teformula$S, =a, - fitohet,

2% 1

S, =3 :3(1048576—1):3 145 725.

1
Shembulli 3. Té caktohet anétari i paré i progresionit gjeometrik me herés g = X nése shu-

o 1023
ma e dhjeté anétaréve té paré éshté 17

10

Zgjidhje: Prej S,, = q, l kemi,

10
[_1} 1 1-1024
o024 102 41
1023\ 2 1023 124 1023 3

512 01 512 '3 512 's512

——1 =

,d.m.th,q =3.

Shembulli 4. Shuma e gjashté anétaréve té paré té progresiuonit gieometrik, me herés 3, ésh-
té 728. Njehso anétarin e nénté té progresionit gjeometrik.

Zgjidhje:

6_1 6
Prej S, —a, L2 kemi 728 = ¢, -—

— 728=q,- 364, d.m.th. a, =2.

Anétarin e nénté té progresionit gjeometrik do ta caktojmé prej formulés a, = a,q° . Me zé-
vendésim fitojmé a, =2- 3*=13122.

Shembulli 5. Sa anétar prej progresionit gjeometrik duhet té mblidhen pér té fituar shumén
262145, nése anétari i paré éshté 5, ndérsa heré éshté -4.
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Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés S, =262145, a, =5 dhe g = —4, me zévendésimin te formula
n _ _4 n _1
s —a 4 Liemizeaias=s. £ 1
qg—1 —4-1

viion 262145 = E 1 262144 = (<4)" = (-4)" = (-4) kemin =9

Shembulli 6. Shuma e katér anétaréve té paré té progresionit gieometrik éshté 40, ndérsa
shuma e katér anétaréve vijues éshté 2187. Cakto anétarét e progresionit.

Zgjidhje: Prej kushti té detyrés kemi S, =40 dhe S; — S, =3240. Me zbatimin e formulés pér
n-anétarét e progresionit gieometrik kei sistemin e barazimeve,

a,+aq+aq’ +aq’ =40

=
(al +aq+aq’ +aq’ +aq’ +aq +aq’ +a1q7)—(a1 +aq+aq’ +a1q3): 3240
2 3 (1+ +q + 3) =40
a,+aq+aq +aq =40 - a\ltqg+tq tq
aq' +aq’ +aq’ +aq =3280 | ag*(1+q+4" +4')=3240

Nése e pjesétojmé barazimin e dyté me barazimin e paré kemi

aq' (1+9+4°+4°) 3240
a1(1+q+q2+q3) 40

= ¢*=8ld.mth,g=1%3

Vijon, pér ¢ = 3, prej barazimit té paré q, (1+q+q2 +q3) =40 kemi q, (1+3+32 +33) =40,
d.m.th., @, = L. Progresioni gjeometrik éshté: 1,3,9,27,81,243,729,2187.

Vijon, pér g = -3, prej barazimit té paré a, (1+q+q2 +q3) =40 kemi
a, (1 +(=3)+ (=3’ + (—3)3) =40 d.m.th., a, = 2. Progresioni gjeometrik éshté:
-2,6,—18,54,-162,486,—1458,4374.

Shembulli 7. Duhet té ndahen 74 416 denaré 5 personave té cilét kané punuar né njé proje-

kt, ashtu gé ¢cdo pasardhés te lista do té marré 20% mé shumé prej personit paraardhés. Nga sa
denaré do té fitojé ¢do person?

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés kemi se shuma e pérgjithshme éshté S; = 74416, n = 5 dhe
se zmadhimi realizohet sipas parimit té progresionit gieometrik, ku herésin do ta njehsojmé si-

. p . i 20
as formulés g =1+——, ku p = 20%, ndérsa pérg =1+——=1,2.
P = o0 P PErT =100
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5 5

= 74416 = a, == atéheré
1,2-1

Nése zévendésojmé te formula pér shumén S5 = q,

5

74416 =a,- 7,4416, d.m.th., a, =10000

Kemi se personi i paré do té fitojé 10 000 denaré. Duke e shfrytézuar pérkufizimin pér cakti-
min e anétarit n té progresionit gjeometrik mund t’i fitojmé kéto vlera pér shumén gé do ta fi-
tojé ¢do person, ndérsa até a, = 10000, personi i dyté a, = a,q =10000- 1,2 =12000, personi i
treté a, = a,q =12000- 1,2 =14400, personi i katért a, = a,q =14400- 1,2 =17280 dhe personi i
pestéa; =a,- q=17200- 1,2=20736 denaré.

Detyra pér ushtrime:

1. Anétari i fundit té njé progresioni gjeometrik éshté 112, shuma e anétaréve éshté 217,
ndérsa herési éshté 2. Té njehsohet anétari i paré.

2. Té njehsohet shuma e 10 anétaréve té paré té progresionit gjeometrik: -1, 3, -9,....
3. Té njehsohet shuma e 8 anétaréve té paré té progresionit gjeometrik 6, 12, 24,...

4. Té gjendet shuma e 15 anétaréve té paré té progresionit gieometrik me anétarin e paré
a, =—2 dhe herésin g = 2.

5. Automobili éshté bleré pér 10 000 euro. Vlera e automobilit zvogélohet pér 10% né vit,
duke llogaritur prej fillimit té vitit.

Sa do té kushtojé automobili né fund té vitit té 4?
6. Té caktohen ¢ dhe n te progresioni gjeometrik pér té cilina; =2, a, =64, S, =126

7. Njehso a, dhe n te progresioni gjeometrik nése: a; =2, g =-3, §,, =-364.

2 2
8. a) Njehso a, dhe §; te progresioni gjeometrik nése: a5 = E’ q= —5.
b) Njehso S, dhe n te progresioni gjeometrik nése: a ! 4 a —16
n : = —, = -, = — .
J n prog g 1~ 62 q 3> 243

9. Njehso a,, g dhe n te progresioni gjeometrik nése:
dg —dy :216, az —a :8, Si’l =40.
10. Tre numra formojné progresion gjeometrik. Shuma e tyre éshté e barabarté me shumén
7
e vlerave té tyre reciproke dhe éshté > Cilat jané ato numra?

11. Shifrat e njé numri treshifror formojné progresion gjeometrik. Shuma e shifrés sé paré
dhe té treté éshté pér 7 mé e madhe se shifra e dhjetésheve. Nése shifrat prej numrit shkruhen
né renditjen e anasjellté numri i ri treshifror do té jeté mé i madh pér 792. Cili éshté ai numér?
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6. VLERA KUFITARE E VARGUT

Cka ndodh me vargun me anétarin e pérgjithshém (a,) kur n vazhdimisht rritet?

Shembulli 1. Té gjenden pesé anétarét e paré té vargut dhe té paragiten te sistemi koordina-

tiv dhe te boshti numerik:

b)a, = (-1

1 —1)
a)a, == 0a, =1+
n

2n

Zgjidhje:

a) Pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshéma, =—

té paragitur né sistemi koordinativ dhe boshtin numerik jané:

o) a, = (-1 ——
n+l1

d)a, =2"

I 1

né:—,—,—,—

27478167327

1.2My A B
1 1 1 0.5
2 2 0.25
e 3 3 0.125
06 4 4  0.0625
L
= 5 5 0.03125
S 6 6 0.01563
g2 e 7 7 0.00781
L o 8 o
1 0 1 P 3 4 g [ ¥ g g ﬂ] 8 8 0.00391
e 9 9 0.00195
— ame-o» 98— & .
01 0 01 02 03 04 05 06 07 0B 09 1

Mund té vérejmé se sikurse rritet vlera e n-anétaréve e vargut béhen mé té vogla dhe mé
shumé afrohen kah 0 te boshti numerik, d.m.th., grumbullohen rreth 0. (te sistemi koordinativ

pikat afrohen deri te boshti x)

b) Pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshéma, =(-1)",ce: -1,1,-1,1,-1,..,,

té paragitur te sistemi koordinativ dhe boshti numerik jané:
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15y A B [
1 1 -1
1 e ® ] Q
2 2 1
0.5 3 3 -1
X 4 4 1
] i ? 3 4 5 A 7 g0 5 5 =1
-0:5
6 6 1
-1 @ 9] o] () o 7 7 -1
8 8 1
—1-5
X

T T T . T T T T T T T T T T T T T T T T T T T '.
-12 -1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08B 1

12

Mund té vérejmé se sikurse rritet vlera e n-anétarét e vargut -1 ose, ndérsa até anétarét me
indeks tek jané -1, ndérsa anétarét me indeks cift jané 1. Anétarét grumbullohen te -1 ose 1 te
boshti numerik. (Anétarét grumbullohen te -1 ose 1 té boshtit numerik. (te sistemi koordinativ
pikat jané me koordinatén e dyté -1 ose 1).

e . vy I . -n". . 3254
c) Pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshéma, =1+ ,jané: 0,—,—,—,—, ...,
té paragitur né sistemin koordinativ dhe boshtin numerik jané: " 2345
2 |Y A | B
1 1 0
15 ® 2 2 1.5
® i 3 3 0.66667
1 * \d 4 4 1.25
L]
i ° ? 5 5 0.8
05 6 6 1.16667
7 7 0.85714
o Xl 8 8  1.125
10 T 2 3 4 & 6 ¥ 10
9 9 0.88889
X
— 0
-02 0 02 04 06 08B 1 12 14 16 18 2

Mund té vérejmeé se rritja e n-anétaréve té vargut jané shpérndaré né ményreé alternative prej
anés sé majtés ose té djathté té pikés 1, d.m.th., anétarét grumbullohen rreth 1. (né sistemin

koordinativ pikat afrohen deri te drejtéza y = 1).
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n+l

n 1
¢) Pesé anétarét e vargut me anétarin e pérgjithshéma, = (-1) —ljané -,
té paragitur né sistemin koordinativ dhe boshtin numerik jané: n+ 2

y Al B

-0.66667
0.75

-0.8
0.83333
-0.85714
0.875
-0.88889
0.8

05 ®

W | ~N O g kW M| =
W WO ~N O G W NN =

-—-—m- T T T T T L T T T '-' T -m T
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

Mund té vérejmé se sikurse qé rritet vlera e n-anétarét e vargut afrohen kah 1 ose -1, ndérsa
até anétarét me indeks tek kah 1, ndérsa anétarét me indeks cift kah -1. Anétarét grumbullohen
né 1 ose -1 te boshti numerik. (né sistemin koordinativ pikat afrohen deri te drejtézat y = 1 ose

y=-1).

d) Pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshém a, =2"jané: 2, 4,8,16,32,..., té
paragitur né sistemin koordinativ dhe boshtin numerik jané:

y ® A B

60

50

40

16
32
64

128

256

512

30

20

W o ~NO O, AW N =
W o N 0O g &2 WM =

T |.|||-|||||||.I
o 2 4 &6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 3
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Mundemi té vérejmé se sikurse gé rritej vlera e n, anétarét e vargut jané mé té médha,
ndérsa nuk ka piké kah e cila grumbullohen. (né sistemin koordinativ pikat largohen prej
boshtit té x).

Pérkufizim: Cdo interval i hapur (a — €,a + ¢), ku ¢ éshté numér real pozitiv quhet e-rrethina
e pikés A prej boshtit numerik, pérkatésisht e-rrethina e numrit real a, gé i pérgjigjet pikés A4.

A
—3— X
d

i
§
da-t ate

Pérkufizim: Numri real a éshté pika e grumbullimit té vargut (a,) nése pér cdo numér real
&> 0, pafund shumé anétaré té vargut i takojné intervalit (a — &,a +¢&).

Prej shembullit 1,

vargu nén a) ka njé piké té grumbullimit 0, pasi pafund shumé anétaré té vargut i takojné in-
tervalit (0—¢,0+ ¢).

vargu nén b) ka dy pika té grumbullimit: -1 dhe 1, pasi shumé anétaré té vargut ka intervali
(=1-¢,-1+¢&) dhe né intervalin (1-&,1+¢).

vargu nén c) ka njé piké té grumbullimit 1, pasi pafund shumé anétaré té vargut i takojné in-
tervalit(1-¢g,1+¢)

vargu nén ¢) ka dy pika té grumbullimit: 1 dhe -1, pasi shumé anétaré té vargut ka intervali
(1-¢&,1+¢)dhe né intervalin (-1—¢&,—-1+¢), dhe

vargu nén d) nuk ka pika té grumbullimit.

Pérfundimet e fituara sipas tregimit vizuel dhe nuk do té vértetohen.

Pérkufizim: Pér vargun (a,) themi se éshté konvergjent (ka vleré kufitare) nése ekziston
numér real a € R, ashtu qé pér ¢do € > 0, ekziston numér real n,(£) ashtu qé pér n > n,
kénaqget pabarazia

a,—d|<¢.

Pér numrin real a themi se éshté vlera kufitare e vargut (a,) dhe shkruajmé

lima, =a.
n—>0

lima,=a < (Ve>0)(In,(¢) e N)(Vn=ny(s))

n—>0

a,—d|<e
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Mund té shruhet edhe pérkufizimi ekuivalent.

Pérkufizim: Numri a éshté vlera kufitare e vargut (a,) ku n tenton né pakufi nése dhe vetém
nése né ¢farédo rrethiné ¢ té pikés a gjenden pafund shumé anétaré té vargut, ndérsa jashté
asaj rrethine mund té keté vetém numér té fundshém té anétaréve.
Shkruhet formula:

lima, =a

n—»0

Prej pérkufizimit del se nése vargu ka vleré kufitare, atéheré pafund shumé anétaré pas n,, duke

filluar preja, ,,,4a, ,,.4, .;,--- gienden né brendésiné e intervalit,por vetém numér i fundshém i

ny+12

anétaréve (anétarét e paré n,) (a — ¢, a + €) jané jashté kétij intervali. Numri a éshté njékohésisht
edhe pika e grumbullimit té vargut.

Pérkufizim: Vargu (a,) qé nuk konvergjon quhet varg jokolinear.

Pér vargun (a,) qé ka vleré kufitare lim a, =+ooose lim a, = —co quhet varg divergjent.
n—»oo n—»o0

Sjellja e vargjeve né lidhje me Konvergjencén mund té vérehet né kété infografik:

Vargu

Konvergjon Nuk konvergjon

Divergjon né ményré té

Divergjon pacaktuar

Divergjon Divergjon kah Oscilon Oscilon
kah + -0 pérfundimisht | pafundésisht
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Shembull pér vargje jokonvergjente:

Pér vargun té dhéné me anétarin e pérgjithshém a, =2", vlera kufitare éshté lim 2" = +oo,
n—>0

vargu divergjon kah +oo.

Pérvargun té dhéné me anétarin e pérgjithshéma, = —2n, vlera kufitare éshté lim (—2n) = —oo

n—>0

vargu divergjon kah -co.

Pér vargun e dhéné me anétarin e pérgjithshém a, =(-1)", vlera kufitare lim(-1)" nuk

n—>0

ekziston, vlerat e vargut oscilojné pérfundimisht né -1 ose 1.

Pér vargun me anétarin e pérgjithshém a, = (—1)"n, vlera kufitare lim(—1)"n nuk ekziston,

n—»0

vlerat e vargut oscilojné né pakufi dhe tentojné né -co ose +oo.

1
Shembulli 2. Té vértetohet sipas pérkufizimit se vlera kufitare e vargut [—] éshté 0, d.m.th,,
n

lim—=0péré& =E té caktohet numri i anétaréve té cilét jané jashté rrethinés (a —¢,a +¢).

n—0 n

. 1
Zgjidhje: Eshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshém a, =— dhe duhet té vértetohet se
n
vlera kufitare e vargut éshté a = 0.

Le té jeté € > 0 mjaft i vogél, ¢farédo numér real i zgjedhur. Atéheré prej

a, — a| < ¢ fitohet

1
<¢&d.mth,—<¢
n

1
—-0
n

1
Vijonsen>—.
£

Nése éshté — numér natyror atéheré n, =—, ose nése — éshté numeér real pozitiv atéheré
& & &

(pjesé e ploté prej numri real pozitiv).
1
1

10

1 1
Pér&=—, kemin, =—=—=10.
10 £



VARGJET DHE PROGRESIONET

Anétarét me indeks mé té vegjél ose té barabarté me q,,a,,...,a,, jané jashté interva-

lit (a—g,a+g), ndérsa anétarét me indeks mé té médhenj se a,,,a,,,4,,,... jané né intervalin

1 1
(a—g,a+8) d.m.th., anétarét e vargut 1,—,...,5 (numeér té fundshém té anétaréve té vargut)

D . . 1 1 . N 1 N N
ané jashté intervalit| 0 —— — | =(-0.1: , hdérsa anétarét —,—,—,... (anétar té pa-
jané | (0 10,0+ (-0,1;0,1) 1513 ( p

fundshém té vargut) jané né intervalin (—0,1;0,1) .

|
e =
ekl | =
I

. 1 1
Shembulli 3. Té vértetohet sipas pérkufizimit se lim = —dhe & =——té caktohet numri
o 2p+1 2 100

i anétaréve té cilét jané jashté rrethinés (a—¢,a+¢).

n

1
Zgjidhje: Duhet té vértetohet se vargu a, = ka kufia = 3

2n+1

a, —a| < & kemi

Le té jeté € > 0 mjaft i vogél, numér real i zgjedhur ¢farédo. Prej

n _1
2n+1 2|
2n—2n-1
—| <,
2(2n+1)
-1
<eg,

4n+2

1
d.m.th.m., <e

dn+2

£ n, (&)

1-
Fitohet se 4n+2 > l d.m.th.,n>
£
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1 1 49
| =2 1= = 4 49
Nése & =——, atéherén, = 100 ___ 50 Z&Z—d.m.th., n, =| — | =24 Njézet e katér
100 4 11 2 2
100 25 25
. . . . - (1 1T 1 1 ) N
anétar té vargut gjenden jashté intervalit| ————;—+——|=1(0,49;0,51), ndérsa anétarét me
2 100 2 100

indeks 25 dhe mé té vegjél se 25 jané né intervalin (0,49;0,51).

Shembulli 4. Eshté dhéné vargu a, =

1
& . Té tregohet se vlera kufitare e tij éshté —. Pér
4n+1 4

cilat vlera té n éshté e kénaqur pabarazia < 0,017

1
a, ——
4

Zgjidhje: Pér té treguar se vlera kufitare e vargut éshté dhéné me anétarin e tij té pérgjithshém

n 1
a, = ka vleré kufitare l, duhet té vértetojmé se |a, ——| < &, ku ¢ > 0. Kemi:
4n+1 4 4
R O R | T |
"4 |an+1 4] [ 4@n+1) | 4@n+1)
. 1 N 1
Prejla, ——| < & vijon ————<¢.
4 4(4n+1)
1-4¢
— <& & 1<d4e(dn+l) < l<lbone+4e <lone>1-4e <n> .
4(4n+1) 16 ¢

Me zévendésimin pér ¢ = 0,01 te pabarazia e fundit kemi:

_1-4-001 _1-0,04 _ 096 _
16-0,0 016 0,16

6,d.mth., n,=6

Pabarazia e dhéné éshté e kénaqur duke filluar prej anétarit té shtaté té vargut.

1
Shembulli 5. Té caktohet vlera kufitare e vargut me anétarin e pérgjithshéma, =2".

1
Zgjidhje: Té shkruajmé disa anétaré té vargut me anétarin e pérgjithshém a, = 2"
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1

1 n=10 2" =1,07
1 .
1

n=3: 2°=126 lima,=1 1 2" >1, Vne N

n—>0

Prej pérkufizimit pér vlerén kufitare té vargut vijon:

1
2 _ql< e %10g2<10g(l+5)
1 0 log2
2" <l+¢ /log log(1+¢)
log?2

Domethéné pér ¢do ¢ > 0, ekziston numér natyror n, = (i cili éshté pjesé e ploté prej

1
n,), ashtu qé pérn > n,, |an —l| <edhelim2” =1

n—0

log(1+¢)

1
Vérejtje: lima” =1, Va > 0.

n—0

Teorema: Nése vargu (a,) €éshté konvergjent, atéheré vlera e tij kuftare éshté e vetme.

Teoremén do ta zbatojmé pa vértetim.

Detyra pér ushtrime:

. 1
1. Eshté dhéné vargu a, = Té tregohet se vlera e tij kufitare éshté 5> Duke filluar prej n,

dn +1

éshté i kénaqur relacioni <0,0001?

1
a, ——
2

.. 2n’
2. Eshté dhéné vargu a, = 2” 5 Té tregohet se vlera e tij kufitare éshté 2. Duke filluar prej n,

éshté i kénaqur relacioni|a, — 2| < 0,1?

. +1 1
3. Té vértetohet sipas pérkufizimit vlera kufitare lim2Z2= = ledhe pére = 100 té caktohet numri

n—x0 n

i anétaréve té cilét jané jashté rrethinés (a—¢,a+¢).
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) 1
4. Té vértetohet sipas pérkufizimit vlera kufitare lim A 2 edhe pér ¢ :E té caktohet nu-

e p 4]
mri i anétaréve té cilét jané jashté rrethinés (a—¢g,a+¢).
2

) n 1
5. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut vérteto se lim 71 =—. Duke
n—oo n p—

filluar prej n, éshté i kénaqur relacioni |an —a| <0,01?

. 3’ =2
6. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut barazimin lim nz . =3.
n—»0 n +
. e . . . .. 5n*+3 5
7. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut barazimin lim T 20 = —E. Duke
n—»0 n

filluar prej n, éshté i kénaqur relacioni |an —a| <0,01?

2
. n-3n+4 1
8. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut barazimin hmﬁ=5.
n—»0 n _l_
Duke filluar prej n, éshté i kénaqur relacioni |a,, —a‘ <0,01?

9. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut vérteto se }llg 53::; = i Cakto
n ashtu qé té jeté i kénaqur pabarazimi|a,, —% <0,001.
10. Duke e shfrytézuat pérkufizimin pér vlerén kufitare té vargut vérteto se },13;1;3” = —%
Cakto n ashtu qé té jeté i kénaqur pabarazimi|a, +% <0,l

D"

11. Eshté dhéné vargu me anétarin e pérgjithshéma,, =1+-——
n

a) Shkruaj gjashté anétarét e paré té vargut,
b) Paraqiti anétarét te boshti numerik,

c) Kontrollo se vargu a éshté monoton,

¢) Kontrollo se vargu a éshté i kufizuar,

d) Vérteto sipas pérkufizimit se lim a, =1,

n—>0

dh) Pér cilén vleré té n vlen |a, —1/ < 0,001.
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7. OPERACIONET ME VARGJE KONVERGIJENTE

Te pjesa vijuese do té konstruktohen vargje anétarét e té ciléve fitohen prej anétaréve té vargje-
ve konvergjente dhe do té jené dhéné rregulla pér caktimin e vlerave té tyre kufitare, duke ditur
vlerat kufitare té vargjeve konvergjente.

Teorema: Vargjet (a, ) dhe (b, ) jané konvergjente lima, = adhelimb, = b. Atéheré edhe

n—>0 n—w

vargjet(a, +b,), (a,-b,), (a,- b)), Z—" jané vargje konvergjente dhe vlen:

n

lim(a, £b,)=lima, +limb, =a+b

n—>0 n—>0 n—>0

(o, 4,) = lima, - (lmb, ) =a-5

lima,
lim| Sz |z 22 pug
e b ) limb, b

n—>0

lim (k-a,)=k- lim a,=k-a, keR

n—»0 n—»0

Vértetim:
Do té vértetojmé vetém njé pjesé té teoremés, d.m.th., lim(a, +b,) =lima, +limb, =a+b

n—>0 n—>0 n—>0

Le té jeté lima, = a dhe limb, = b dhe le té jeté ¢ > 0.

n—0 n—»0

Pérn, € N, té gjithé anétarét e vargut (a,) gjenden né rrethinén € té a.

Pérn, € N, té gjithé anétarét (b,) gjenden né rrethiné € té b.

£
Le té jetén, = max{nl,n2 } Atéheré pérn > n,vlen |an - a| < 5 dhe

b, —b| <£. Prej pabarazi-
mit té trekéndéshit kemi: 2

a,+b, —(a+b)|:|(an —a)+(bn —b)|£ |an —a|+

b-b|<Z+i=s
22

Vijon: lim(a, +b,)=a+b.

Me shfrytézimin e teoremés dhe vlera kufitare e vargut lim— = 0, mund té njehsohet vlera
kufitare e vargjeve, pa vértetuar. e

1
Shembulli 1. Njehso vlerén kufitare té vargut me ndihmén e anétarit té pérgjitshéma, =2 +—.
n

n—>0 n n—>0 n—>0 n

1 1
Zgjidhje: lim(2+—j =lim2+lim—=2+0=2
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Z4n

Shembulli 2. Té njehsohet vlera kufitare lim " —
> 3p° + 4

Zgjidhje: Do té pjesétojmé te numéruesi dhe eméruesi me fuginé me n mé té larté (ose té
nxjerrim fuginé me n mé té larté para kllapés), ndérsa pastaj do ta zbatojmé teoremén.

n-+n 1+ 1
2 2 -
L A Y S S B i
ni>03p® 44 now 344 nowa 40 3403
n? n’
. . . . 4n—1
Shembulli 3. Té njehsohet vlera kufitare lim — .
n=© 2n< 4+ 3p
4dn -1 ﬂ_i
) 4n -1 ) 2 ) 2
Zgjidhje: llm;/li= lim 2” = lim 22 = 0 :9 =
n>02n% +3n no= 2n® 430 o, 30 240 2
n’ n
3n’ +2n° +5
Shembulli 4. Té njehsohet vlera kufitare e vargut me anétarin e pérgjithshéma, = %
n —n+
Zgjidhje:
3 2n* 5
2 " i3+i3+_3 31243
. . 3’ +2n°+5 o on on , w3
lima, =lim - =1lim =lim ==
n—w n—o I —pn+1 no 21’13 n 1 n—w 1 1 2
n -t 2=t
noon on n-on

Vlera kufitare e vargut gjeometrik (p") varésisht prej vlerés sé p éshté:

, p<-1

.0, -l<p<l
lim p" =

n—» o 1, p:l

+00, p>1

Shembulli 5. Me zbatimin e vlerés kufitare té vargut gjeometrik (p" ) té caktohet vlera kufita-

5n+l + 7n+2

re me anétarin e pérgjithshém g, = ————,
5"+ 7"




VARGJET DHE PROGRESIONET

Zgjidhje:
5-5"+49.7"
n+l n+2 &N 4 Ln —n
1im¥:ﬁmu:hm7—:
now ST e 504770 noo 5" 477"
71’!

5 2 +49-1"
. 7 5:0+49-1 49
=lim = =—=17

noe (5! 0+7-1 7
7 +7-1"

Shembulli 6. Njehso vlerén kufitare té vargut me anétarin e pérgjithshém:

)a :
a =
n 4,,
1-2"
b)an_ +1
3+2"
Zgjidhje:
: 1 (1Y
a)limag, =lim—=Ilim| —| =0
n—»o n—wo 4" n—wo\ 4
1-2"
b) lima, = lim——— = lim—— > = im—2——

n—»0 n4>003+2"+1 n—)oo3+2".2 n—>0 3+2" .2
2n
1 n
—| -1
ORI
=lim = =——
noe ! 0+2 2
30— +1-2
2
Shembulli 7. Té njehsohen kéto vlera kufitare té vargjeve:

0 - . ( 2n 3n+l
a) lim 22 =7+ b)hm( no_2nt j o) lim (\2n+3 —2n

e 30’ +2n° —5n+8 n+l 4n-3 n—e
Zgjidhje:
2n° n* Tn S
3 ) n3 3 73—73‘{‘73 2+l_l i
. 2n+n"=Tn+5 . n n..n.n . n n: n 2
a) lim— 5 = lim =lim =
>0 3p” +2p° —5n+8 o ; 3n° 2n® 5n 8 n—® 2 5 8 3
n| —+ ——+— 3+ -5+
n’ nwoon o on non n
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2n(4n—3)—(3n+1)(n+1 2 _6n—3n* —dn—
b)lim(zn—?’nHJ:lim n(4n—-3)-(3n+1)(n+1) . 8n>—6n—3n"—4n—1_

=lim
e\ p+l 4n=3) now (n+1)(4n-3) e (n+1)(4n-3)
) 5n2_10n_i 10 1
Sn* ~10n -1 S
= > = 3 :llm =
n—so 4p‘+n-—3 n—o0 4n n 3 n—0 l_i 4

. . L2n+3+2n
o) }gg(\/zm?,—@):}152(\/2%3—\/%)-mﬂ/ﬂ -

 (N2n+3—an)(Van+34+v2n)  (Vane3) ~(Van)
=lim =lim =

n— m_pm n—e M‘F\/ﬂ
) 2n+3-2n
=lim

3
= lim =
o0 [2n+34+2n 2N 2n+3++/2n

0

Shembulli 8. Njehso vlerén kufitare té vargut me anétarin e pérgjithshém:

+3 n+1) —(n+2)° n+1)4n!
a) anz z 7b)an:( )2 ( )29 (o an:L
N -1y —(n-2) (n+1)—n!
Zgjidhje:
1)+ n! 1)-n'+n! ! 1+1
c)lim(n+)+n o (n+1)-ntn!  nl(n+ +):limn+2:1

e (nal)len! oo (n+l)-nl=n! = pl(n+l-1) == n

Gjaté konstatimit té konvergjencés sé vargjeve, shpesh heré shfrytézohet edhe ményra e ven-
dosjes sé anétaréve té njé vargu ndérmjet anétaréve té dy vargjeve konvergjente té cilét kané
vleré kufitare té njéjté. Kjo ményré éshté dhéné me kété teoremé.

Teorema: (Sandvig teorema): Le té jené(y, )dhe(z, )vargje pértécilatlim y, =limz, =c e R

n—»0

Nése pércdonvleny, <x, <z, atéheré edhe pérvargun (x,)ka vleré kufitare dhe poashtu
limx, =c

n—>0

Shembulli 9: Té njehsohet vlera kufitare e vargut me anétarin e pérgjithshém x, =4/5" +7".
Zgjidhje:
letéjeté 7" <5" +7"<7"+7"d.mth.,, 7" <5" +7" <2-7"vijon 7 <A5" +7" <#/2.7
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n—o0 n—>0 n—0 n—>x0

1 1
Pasilim2” =1, kemilim7 =7 dhe lim{2" -7] =1.7 =7, ndérsa vijon se lim+y/5" +7" =7.

Shembulli 10: Shkruaj disa anétaré té vargut me anétarin e pérgjithshém y =1-—, ndérsa
n

cakto sa éshté vlera kufitare.
Zgjidhje: Le té jeté y, =1——, atéheré
n

1 1 1 1
Y :1—T=0, 2 =1—E=0,5,...,y10 :1——020,9,...,)/100 =1—m=0,99,

1 _—

n—x0 n

) 1
kur,n ->0q y —1ku pérfundojmé se 11m(1——j =1

1
Shembulli 11. Shkruaj disa anétaré té vargut me anétarin e pérgjithshém z, =1+—, ndérsa
n

cakto sa éshté vlera kufitare.
Zgjidhje: Le té jeté z, =1+—, atéheré
n

z, :1+%:2, z, :1%:1,5,...,210 :1+%:1,1,...,2100 :1+ﬁ:1,01,

) 1
kur, n —>oq,  z, —1ku pérfundojmé se hm[l+—j =1
n—>0 n

Né vazhdim do té vérejmé njé vleré kufitare karakteristike e vargut.

1 n
Shembulli 12. Njehso vlerén kufitare té vargut me anétarin e pérgjithshém: x, =(1+—J
n

1 n
Zgjidhje: Le té jeté x, ={1+—J atéheré
n

1 1 1 2 1 10
xlz(l+Tj =2, x2=(1+5J =2,25 .., xw:(nﬁj = 2,59374246,...,

L) i 1000000
X100 Z(I-FE] =2,70475832 ,..., X1 000000 :Ll-i-m] :2,71828314
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. 1Y - e .
Sipas intuités mund té pérfundohet se llm(1+—j = e. Kété vleré kufitare do ta shfrytézoj-
mé pa vértetim. ! n

Vérejtje:
Numri e quhet edhe numri i Neperit dhe shérben si bazé e logaritmeve natyrore.

Numri e éshté numér iracional dhe vlera e tij e pérafért éshté éshté numér irracional dhe vle-
ra e pérafért e tij éshté, e = 2.72

29 shifrat e para té numrit e jané:

e=2,718281828459045235360287471352

Shembulli 13. Cakto vlerat kufitare me zbatimin e numrit lim(l +lj =e
n

a) lim( Lj
n—ow 2

Zgjidhje: lim| 1

n—>»0

%) -

1 2n-2
b) lim(l + j

=% dn+1

2n-2

1 2n-2 1 An+l | 4541 lim 2n-2 1
Zgjidhje: lim| 1+ =| lim| 1+ _ orrAntl _ g2
n— dn+1 n—co dn+1

Zgjidhje: lim ’”2) =lim(1+n+§—1j =1im(1+wj =lim(1+ 53) -
n_

n—o\ 11 —3 n—»0 n-—3 n—o0

. 1
=|lim| 1+ =3 = ¢°
n—>0 n-— 3
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d) lim[1+ ! J
n—>o0 n+2

Zgjidhje:

e) lim (1 + i}
n—»00 n

4 n
n nZ Z
o 4\ 1 . 1 . 1 y
Zgjidhje: lim| 1+ —| =lim|1+—| =lim| 1+— =|lim| 1+— =e
n—0 n n—»0 E n—0 E n—»00 E
4 4 4

f lim£4n+lj

e\ 4n+3

dn+1Y 4 -2 4 2 Y 2 Y
zgiidhje: lim| 2L | 2 jim [ 21322 ) _ i [ 2243 — lim| 1— -
noo\ 4n+3 el 4n+3 o\ 4n+3  4n+3 n—® 4n+3

—2n

4n+3 —2n Ant3 \43
2 4n+3 )
=lim| 1+ =lim|| 1+ ! =
n—»o 4n+3 n—w 4n+3
-2 -2
—2n . 2n 1

— hm e4n+3 — enﬂw4n+3 —e 2 —

n—0

&

Detyra pér ushtrime:

Té njehsohet vlera kufitare e vargut té dhéné me anétarin e pérgjithshém

4n -1 7—5n n’+2n-3
.= : .a,= 3.4, =5 "~
2n+3 10n n—-n+4
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- - - 2n-3)(4n+1
4an=n 45 .an=32n 2 6.an=5n 33’1 7.an=(n )(n )
n+3n n°—4n 2-3n Sn—4
In’ +2n 3" 45
a,=——— S.a,=———
3n—4 5"=3
Té njehsohet vlera kufitare:
4 2 n n
10, lim 23 *1 11. lim( L] j 12, lim— "
n>e 2p” —nt +2 o\ p4+1 n+2 now0 QI 4 30
1 n-1 1 =3n+2
13. lim(yn +1-+/n) 14, lim(1+—j 15. lim(1+—j
n—»oo n—»o n n—oo n
! !
16, fim LIy v 3 - 4506
n—oo (n+5)—(n+3)! n—

18, Tim| 2"+1
noo\ 2p —1




VARGJET DHE PROGRESIONET

8. SHUMA E ANETAREVE TE PROGRESIONIT GJEOMETRIKT TE PAFUNDSHEM

Ta shqyrtojmé progresionin gjeometrik té pafundshém a,,a,9,a,9°,a,q’,...,a,q"",...kua = 1
éshté anétari i paré, ndérsa g éshté herési i progresionit gjeometrik.

Formojmé varg:

S, =aq,

S,=a,+aq,

2
Sy=a+aq+aq”,

2 -1
S =a+aq+aq +..+aq"",

Té supozojmé se vargu (S,) éshté konvergjent, d.m.th. limS =S, ku S éshté numér real i

n—0

fundshém.

Pérkufizimi. Vlera kufitare S e vargut (S,) quhet shuma e progresionit gjeometrik té

.. 2
afundshéma,,a,q9,a,9",...

Nése limS, = S, atéheréa, +a,g+a,qg° +...+aq"" +..=S.

Hn—>0

Do t’i shqyrtojmé disa raste varésisht prej vlerés sé herésit g, d.m.th., |q| =1, |q| <1 dhe
|q| >1,dhe S, =a,+a,q+aq’ +..+aq""

1. Le té jeté |q| =ld.m.th,g=1o0seqg=-1

1.1Néseq =1, atéheré S, =a, +a,-1+a, I’ +...+a,-1"" =q,-ndhe lim S, =+

n—»0

1.2. Nése g = —1, atéheré

S =a+a-(-)+a, (-1’ +..+a,(-1)""=a,—-a, +a —a +..+a-(-1)"" dhe varésisht prej
vlerés sé n shumat do té jené a = 1 ose 0, ndérsa vargu (S,) ka dy pika té grumbullimit d.m.th.
vlera kufitare lim S, nuk ekziston.

n—»0

2. Le té jeté |q| <1, atéheré shuma e n-anétaréve té paré té progresionit gjeometrik té pa-
fundshém éshté
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"1 " -1 ! 1
S = q =aq, q +a, d.m.th.Sn=alc]—+a1

q 1 qg-—1 qg-—1 q-1 l-¢q

" 1
Prejlimg" =0, kur|q|<1kem| limS, =lim| q, 4 +aq, .
n—o n—»0 q_l 1 q 1 q

Vijon, vargu (S,) éshté konvergjent pra shuma e anétaréve té progresionit gjeometrik té pa-
fundshém vargu shkruhet shkurtimisht sikurse

a+aq+aq +..+aq"” +.. =1f—1q pér |q| <L

3. Le té jeté |q| > 1, atéheré lim¢” = oo, edhe vargu (S)) éshté divergjent.

n—»0

Kemi, pér|q| > 1 shuma e progresionit gjeometrik té pafundshém nuk ekziston.

geee

2}’!—1

4>|~

1
Shembulli 1. Ta caktojmé shumén e progresionit gjeometrik 1, 5

1
Zgjidhje: Pasia, =1, ¢ =5, d.m.th,, |q| <1atéheré shuma e progresionit éshté

1 1 1 1 1
l+—+—+..+ +..= =—=2
2 4 2" L1
2 2
1 1 1 1
Shembulli 2. Ta caktojmé shumén ———+———+
2 8 16

Zgjidhje: Nése e shqgyrtojmé shumén si anétar té progresionit gjeometrik té pafundshém,

1
atéheré a, = > dhe g = > d.m.th. |q| <1atéheré edhe shumén do ta njehsojmé

LN S 2 -2
2 4 8 16 D) .
2

Shembulli 3. Ta paragesim numrin dhjetor periodik 0,777... si shumé té anétaréve prej pro-
gresionit gjeometrik té pafundshém, ndérsa pastaj té njehsohet ajo shumé.

1
2



2+—+—+
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Zgjidhje: Pasi,
7 7 7

0,777...=0,7+0,07+0,007+..=—+—+—+...=
10 100 1000
1 1
=7 L+L2+L3+m =7. L:7 &:7 l:l
10 10° 10 l—i i 9 9
10 10

Shembulli 4. Ta paragesim si thyesé té pathjeshtueshme numrin 21,3(54).
Zgjidhje: Pasi,
21,3(54) =21,3545454...= 21+ 0,3+ 0,054+ 0,00054 +... =

54
3
:21+i+5—i+5—i+5—47+...:21+i+ 100 _
10 10° 10° 10 10 I—L
10°
54 54
— 214241000 5,3 1000 5,3 6
b 10 99 10 11- 10
100 100
_21-110+3- 11+6 2349
11- 10 110
Shembulli 5. Ta vértetojmé barazimin 2+§+2+ﬁ+... = 15—1—5+1—5—1—5+
5 25 125 2 4 8

Zgjidhje: Sé pari, duhet ta njehsojmé shumén e dy progresioneve té pafundshme né vecanti.

4
Né anén a majté kemi shumé té progresionit gjeometrik té pafundshém mea, =2, g =—dhe
8 32 128 2 5

|

|

I
—_
S

+...= =—
525 125 41

Né anén e djathté kemi shumé té progresionit gjeometrik té pafundshém me a, =15,
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go—tahers- 2 B BB B D,

m=
2 2 4 8 - _l 14— i
2 2 2
Fitohet se shuma e té dy progresioneve gjeometrike té pafundshme éshté e barabarté, me
té cilén éshté vértetuar barazia.

Shembulli 6. Shua e progresionit gjeometrik té pafundshém éshté 4, ndérsa anétari i dyté

3
éshtéa, = Z Cakto progresionin gjeometrik.

3 3
Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés S =4 d.m.th. 4 4dhea, = Z d.m.th., a,q = Z

l-¢
4 _y,
_ =4-4 —4-4
Fitohet sistem barazimesh: I-¢ & 4 Tl 4 q
3 4a,qg =3 4(4-49)q =3
aq :Z

Prej barazimit té dyté kemi16¢g —16¢° =3 d.m.th., 16¢° —16g +3 =0.

1 3
Fitojmeé dy zgjidhje pér herésin q':Z dhe ¢" ZZ.

Me zévendésimin te barazimi i paré a, = 4 —4q kemi:

1
- pérzgjidhjen e paréa,'=4-4- 1 =3d.m.th., progresioni gjeometrik éshté

3 3
3+—+—+...,
4 16

3 3 9
- pérzgjidhjenedytéa,"=4-4- Z: 1 d.m.th., progresioni gjeometrik éshté 1+Z+—+...

Shembulli 7. Te trekéndéshi barabrinjés me brinjé a éshté brendashkruar trekéndésh barabrin-
jés kulmet e té cilit jané meset e brinjéve té trekéndéshit té paré, tek i dyti né ményré té ngjash-
me éshté brendashkruar i treté etj. Njehso shumat e perimetrave té gjithé trekéndéshave.
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Zgjidhje: Ta béjmé skicén e katér anétaréve té paré té trekéndéshave gé fitohen

c

A D B
Brinja e trekéndéshit té paré éshté a, ndérsa perimetri i tij éshté P, = 3a.
Trekéndéshi i dyté fitohet prej viujave té mesme té trekéndéshit té paré, prej ku vijon se brin-

a 3a
ja e trekéndéshit té dyté barabrinjés éshté %, ndérsa perimetri i tij éshté P,=3- 5 =—

Trekéndéshi i treté fitohet prej vijave té mesme té trekéndéshit té dyté, prej ku vijon se brinja

a
0 3
e trekéndéshit té ngjashém éshté % = %, ndérsa perimetri i tij éshté P, =3- %: Ta.

3a
Né ményré té ngjashme fitohet P, = ? etj.

Shuma prej perimtrave té gjithé trekéndéshave éshté:

P1+P2+P3+P4+...=3a+3—a+3—a+3—a+...= 3d :3—a=6a
2 4 1
2

8

Shembulli 8. Cakto vlerén e shprehjes \/2\/2 242...
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Zgjidhje: Duke shfrytézuar vetité e rrénjéve kemi:

V2V =2 W22z =42 42 YWz =

1
2

() Y (S

1 1 1 11
8 16

1 11
=2 2. 429 =27 2% 8. 2l =2 e

1
1-—
2

=2 2=22=-921-9

Detyra pér ushtrime:

1. Njehso shumén 1—%+1—L+

9 27
. 5 5
2. Njehso shumén S+—+—+...
4 16

16 1
3. Njehso shumén 4+7+§+3—5+—6+£+
3 8 64

4. Pér progresionin gjeometrik té pafundshém éshté dhéné S =10 dhe a, = 6. Cakto herésin g.

4
5. Pér progresionin gjeometrik té pafundshém éshté dhéné S =25dhe g = g Cakto anétarin
eparéa,.

6. Te trekéndéshi barabrinjés me brinjé 2 éshté brendashkruar trekéndésh barabrinjés kulmet
e té cilit jané meset e brinjéve té trekéndéshit, tek i dyti né ményré té ngjashme éshté brendash-
kruar trekéndésh i treté etj. Njehso:

a) shumeén e syprinave té gjithé trekéndéshave,

b) shumén e perimetrave té gjithé trekéndéshave.

7. Njehso vlerén e shprehjes v/53/53/5...

8. Njehso vlerén e shprehjes 3\/7\/3\/7\/3\/7...

9. Numrin 3, 252525... paraqite si shumé té anétaréve té progresionit gjeometrik té pa-
fundshém, ndérsa pastaj njehso shumén.

10. Me shfrytézimin e shumés sé progresionit gjeometrik té pafundshém paragite si thyesé
té pathjeshtueshme 4,35(6)

11. Me shfrytézimin e shumés sé progresionit gjeometrik té pafundshém paragqite si thyesé
té pathjeshtueshme
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DETYRA PER PERSERTJE DHE ZBATIM PRAKTIK:

1. Té caktohet monotonia dhe kufizimi i vargut t& dhéné me anétarin e pérgjithshém
2n
an =
n+l1

2. Té caktohet monotonia dhe kufizimi i vargut té dhéné me anétarin e pérgjithshém
a = "
"ont =2

3. Ndérmjet numrave 2 dhe 26 fut pesé numra, té cilét sé bashku me numrat e dhéné té formo-

jné progresion aritmetik.

4. Anétari i paré i njé progresioni gjeometrik éshté 1, herési éshté 2. Njé anétar i tij éshté 512.
Cili anétar sipas radhés éshté ai?

5. Gjeje progresionin gjeometrik nése a; —a, =36 dhe a, —a, =—18,

6. Né qytet ekzistojné dy kompani me model té ndryshém tarifor té pagesés:
A: 100 denareé startj, B: 0 denaré starti,

50 denaré pér kilometér 60 denaré pér kilometér
Cili taksi transportues do ta zgjedh Markon nése vend ii punés ka 7 kilimetra.

Udhézim: Shkruani vargje prej numrave varésisht prek kilometrave té kaluar (nga 10 anétar)
Si progresioni paraget vargu?

7. Déshironi té depononi 2000 euro né banké.

Né bankén e paré u éshté ofruar ¢gdo muaj té marréni kamaté prej 3%.

Né bankén e dyté u éshté ofruar kamaté prej 2%, ndérsa ¢cdo muaj zmadhohet pjesa kryesore
zmadhohet pér sasiné e kamatés.

Sa para do té keni né llogari né fund té vitit té para pas té dy modeleve?
Sa para do té keni né llogari né fund té vitit té pesté sipas té dy modeleve?
Né cilén banké t’i depononi paraté? Vallé zgjedhja do té varet prej numrit té viteve.

8. Gjaté kohés sé pushimit veror Igori déshiron té punoj 14 dité né piceri. Pronari i picerisé i ka
dhéné dy ményra té pérfitimit

A: 100 denaré —dita 1 B: 1denaré —dital
200 denaré — dita 2 2 denaré —dita 2
300 denaré —dita 3 4 denaré —dita 3
400 denaré — dita 4 8 denaré —dita 4

a) Cilin model ta zgjedh Igori?
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b) Njehso sa do té pérfitojé Igori sipas té dy modeleve né vecanti?

9. Shuma prej 50 000 denaré éshté ndaré né 10 persona ashtu gé ¢do pasardhés fiton 1000 de-
naré mé pak se paraardhési.

Sa denaré ka marré personi i paré, ndérsa sa personi i fundit?

10. Né ndonjé kulturé paraprakisht ka pasur 30 baktere dhe numrii tyre éshté dyfishuar cdo oré.
Sa baktere do té jené té pranishme te kultura pas orés sé dyté, té katér dhe té dhjeté?

11. Tadej ka 2 prindér, 4 gjyshe dhe gjyshér, 8 stérgjyshe dhe stérgjysh etj. Sa paraardhés ka Ta-
dej gjaté pesé gjeneratave para gjeneratés sé tij?

Sa gjenerata té paraardhésit tuaja dini ju? Te tabela shkruani emrat e tyre.

12. Prej shtyllés sé larté 24 merta bie topi dhe gjaté ¢do hedhje arrin % prej largesés sé réné. Sa
rrugé kalon topi para pérfundimisht té ndal né toké?

13. Cmimi fillestar i kripto valutés fsé re éshté 5 dollar. Sa éshté ¢mimi i kripto valutés pas 16
dité, nése ajo zmadhohet ¢do dité nga 2 dollar?

14. Rok bendi i njohur ka botuar album té rid he né njé dité jané shitur 100 000 ekzemplaré. Al-
bumi éshté né maje té top listave dhe ¢do dité jané shitur 20 000 ekzemplar mé shumé se dita
paraprake. Sa ekzemplar prej albumit jané shitur pér njé javé?

15. Popullata e kafshéve té egra né Parkun nacional Galigica, ¢do vit zmadhohet pér 2%. Sa do té
jeté popullata e kafshéve té egra né vitin 2022, nése né vitin 2015 popullata éshté 10007?

16. Njé mur ka 60 tjegulla né rreshtin e paré€, ndérsa ¢do rresht pasardhés ka 3 tjegulla mé pak
se rreshti paraprak. Sa tjegulla ka né rreshtin e dhjeté?

17. Avdiu ka béré piramidé prej kubeve duke shfrytézuar skemén e dhéné, ndérsa déshiron te
baza té keté 12 kube.

Sa kube i duhen Avdiut pér ta béré piramidén?

Sa rreshta do té keté piramida?

| | |
V}W}//)W/% 2L

18. Brinjét e njé trekéndéshi jané anétarét e njé progresioni gjeometrik. Gjeji brinjét e trekéndéshit
nése perimetri i tij éshté 19, ndérsa shuma e katroréve té brinjéve éshté 133.

"4 5 3n 1
19. Njehso: a) lim—— b) lim —_
. N 5" -2 ) Hw( n’ +3n an

20. Paraqgite numrin dhjetor periodik 0,124124124... si shumé té anétaréve prej progresionit gje-
ometrik té pafundshém dhe pastaj njehso até shumé.



NJESIA MODULARE 2
FUNKSIONET ELEMENTARE

Né kété njési modulare do té mésohen:

Koncepti pér funksionin (fusha e pérkufizimit, grafiku, bashkésia e vlerave, zero, monotonia,
konveksiteti)

Funksioni linear

Funksioni katror

Funksioni i fugisé me eksponent natyror, me eksponent racional, d.m.th., me eksponent real
Funksioni eksponencial.

Funksioni logaritmik

Koncepti pér funksionin invers

Koncepti pér periodikctetin e funksionit

Funksionet trigonometrike themelore
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FUNKSIONET ELEMENTARE

1. KONCEPTI PER FUNKSIONIN

Né vazhdim do té shqyrtojmé vetité themelore (vetité) té funksioneve.

Shembulli 1. Bllagojka éshté néna e binjakeve Jan dhe Jana, ndérsa Orhani éshté djali i Almés.
Te diagram i paré ¢do néne i éshté shoqgéruar fémija i saj. Te diagram i dyté cdo fémije i éshté
shoqgéruar néna e tij. Me cilin diagram éshté paraqitur pasqyrimi?

Zgjidhje:

=@ Jan

Bllagojka

Bllagojka

Jana

»=® Orhan

Pérkufizim: Le té jené 4 dhe B dy bashkési jo té zbrazéta dhe ¢do elementi x € 4 le t'i
shogérojmé sipas ndonjé rregulle f, element té caktuar njévlerésisht y € B, atéheré themi
se éshté pércaktuar pasqyrim f prej A né B dhe shkruajmé : f4 ->B

Duke e shfrytézuar pérkufizimin pér pasqyrim, mund té sjellim pérfundim se me diagramin
2 éshté paraqitur pasqyrim.

Pérkufizim: Le té jené X dhe Y nénbashkési prej bashkésisé sé numrave realé R. Cdo
pasqyrim f: X - Y me té cilén ¢do elementi x prej X i shogérojmé sakté njé element y prej
Y quhet funksion real. Shénimi: y = f{x).

Pérkufizim: Grafiku i funksionit /: X =Y éshté bashkeési prej té gjithé cifteve té renditura
G, ={(x,f(x))|x eX} .

Elementet e bashkésisé X quhen argument, (origjinale, ndryshore té pavarura).
f(x) € ¥ quhet pasqyra (ndryshore té varura)

Funksionet mund té paraqgiten analitikisht (me formula, shénim algjebrik), tabelare, me dia-
gram ose grafikisht.

Shembulli 2. Numrat natyroré prej bashkésisé 4 = {1, 2,3, 4} té zvogélohen pér 3. Té caktohet
dhe té shkruhet funksioni artimetikisht (me rregullén e shogérimit), tabelarisht, me diagram dhe
grafikisht.
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Paraqitja analitike e funksionit Paraqitja tabelare e funksionit
f(x)=x—-3pérd={,2,3,4}, f:A—> B x|l 11213124
B=1{-2,-1,0,1} y|-2|-1]10]|1
Funksioni éshté paraqitur me diagram Paraqitja grafike e funksionit
y
3_
2_
1 °
_ X
4 3 2 S0 1 2 3 a4 5
-1 °
-2 °
,3_

1.1. FUSHA E PERKUIFIZIMIT TE FUNKSIONIT
Eshté dhéné funksionireal /1 X —Y XY CR.

Bashkésia e numrave realé D, = X prej ku argument i funksionit pranon vlera, d.m.th., pér té
cilét éshté pérkufizuar funksioni, quhet fusha e pérkufizimit (domen) i funksionit f dhe shénohet
me D,

§a

Bashkésia V, < Y éshté bashkésia prej vlerave té funksionit f (kodomen), pérbéhet, prej té
giitha pasqyrave té elementeve prej bashkésisé sé pérkufizimit V', = {y|y = f(x),x e X}.

Vérejtje: Funksioni y = f(x) &shté pérkufizuar (pércaktuar) pér njé vleré x = a, domethéné se
ekziston f(a) dhe ajo vleré mund té caktohet né pajtim me rregullén e shogérimit. Nése funksi-
oni éshté pérkufizuar pér ¢do vleré prej intervalit (a,b) atéheré themi se funksioni éshté pérku-
fizuar né até interval. Fusha e pérkufizimit pércaktohet varésisht prej shprehjes analitike me té
cilén éshté dhéné funksioni. Fusha e pérkufizimit té funksionit mund té jeté bashkési e numra-
ve realé pse ndonjé nénbashkési e saj si interval (i hapur, i mbyllur, gjysmé i hapur ose gjysmé i
mbyllur), union ii intervaleve ose pika té izoluara.

Funksioni f{x) éshté plotésisht i pércaktuar nése jané té njohur: fusha e pérkufizimit D, dhe
rregulla f'sipas té cilés pércaktohet vlera e funksionit.

Né praktiké, nése funksioni i dhéné éshté pércaktuar me ndonjé shprehje analitike pa e shé-
nuar domenin, do té llogaritet se domeni pérbéhet prej té gjité numrave realé pér té cilét ajo
shprehje analitike ka kuptim.
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Né vazhdim t’i vérejmé fushat e disa funksioneve karakteristike.
Fusha e pérkufizimit té disa funksioneve karakteristike

1.1.1. Fusha e pérkufizimit té funksionit polinomal

Nése funksioni / (x) éshté dhéné me polinomin f(x)=a,x" +a, x""'+..+ax+a,, ku n
éshté numeér i ploté jonegativ, atéheré fusha e tij e pérkufizimit éshté gjithé bashkésis R ose
D, =(-o,+0).

Shembulli 1. Funksionet:

y=x,

y=3x"-7x>+10,
y=-25x"+4,5x" +x’ —12x+5,

jané pérkufizuar pér ¢cdo numér real dhe fusha e tyre e pérkufizimit éshté D, = (—oq +o0) ose
D =R.
A

Te vizatimet grafikisht jané paragitur fushat e pérkufizimit té dy funksioneve té para polinomale.

2

y=Xx y=3x*"-7x"+10
y

Vérejtje: Me ngjyré té kuge jané paraqitur fushat e pérkufizimit, d.m.th., vlerat e x pér té cilin
mundet té njehsohet vlera e funksionit.

1.1.2. Fusha e pérkufizimit té funksionit me tregues cift té rrénjés

Nése funksioni gjendet nén shprehjen e rrénjés me tregues cift, y =%/ f(x), k € N, atéheré
fusha e pérkufizimit pércaktohet prej pabarazimit f(x) > 0.

Shembulli 2. Té caktohet fusha e pérkufizimit té funksionit f(x) =+x+4.
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Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit pércaktohet prej kushtit x+4 > 0.

Me zgjidhjen e kétij pabarazimi fitohet x > —4 dhe fusha e pérkufizimit éshté D, = [—4,+OO)

Vérejtje: Fusha e pérkufizimit té funksionit ka tregues tek té rrénjés éshté bashkésia e nu-
mrave realé.

1.1.3. Fusha e pérkufizimit té funksioneve racionale thyesore

_ S

Fusha e pérkufizimit té funksionit y = =———, pércaktohet prej kushtit g(x) # 0, pasi pjesétimi
me 0 nuk éshté pérkufizuar. g(x)
x*+2

=1

Shembulli 3. Té pércaktohet fusha e pérkufizimit té funksionit ¥ =

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit pgrcak- aly
tohet prej kushtit x> —1# 0, vijon x* # 1

ose x # =1 gé do té thoté se prej bash-

késisé sé numrave realé hedhen dy pika 21
x=tld.mth, D, =R\{-1,1}ose funk-
sioni éshté pérkufizuar né tre intervalé
D, = (== U(=1,1)\U(1,+0). — 2 2 3 3
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1.1.4. Fusha e pérkufizimit té funksionit logaritmik

Fusha e pérkufizimit té funksionit logaritmik y =log, f(x) pércaktohet prej pabarazimit
f(x) > 0, pasi logaritmet pérkufizohen vetém pér numrat realé pozitiv.

Shembulli 4. Té pércaktohet fusha e pérkufizimit té funksionit f'(x) =log(x—1).
Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit pércaktohet me zgjidhjen e pabarazimit x—1> 0.

Fitohet se x > 1 dhe pércaktohet fusha e pérkufizimit D, = (1, 400).

ly

Detyra 1. Cakto bashkésiné e pérkufizimit té funksioneve:

x+5

—_ c) y=log(4—x
= 3.2 ) y=log(4-x)

a) f(x)=x"-3x b) f(x)=

§) f(x)= 2x+21 d) f(x)=~5-3x dh) f(x)=Vx* —4x+3

xX—
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1.2. ZEROT E FUNKSIONIT
Shembulli 1. Eshté dhéné funksioni f(x) = x> — L Caktoi vlerat e funksionit pér £ (1) dhe f(2).

Zgjidhje: | gjejmé vlerat e f(1) dhe f'(2).

f()=1*-1=1-1=0, fitohet pika me koordi- n

nata (1,0) e cila i takon grafikut té funksionit. (2,3)

f(2)=2>-1=4-1=3, fitohet pika me koor-

dinata (2,3) e cila i takon grafikut té funksionit.

=

(1, 0)

Cdo numér real x, € D, pér té cilin vlen f(x,) = 0 quhet zero e funksionit.
Zerot e funksionit jané zgjidhje té barazimit f(x)=0.

Me zgjidhjen e barazimit f(x) =0 d.m.th., x* =1 =0, fitohen zgjidhjet x, = —1 dhe x, =1té cilét
jané zero té funksionit.

4 3 -%_1,(51)\[1%1!0)2 3 4 5

Pérkufizim: Zero té funksionit : /X - Y quhen ato vlera té x € D, pér té cilét f(x) = 0. Ato
jané pika me koordinata (x,0), te té cilét grafiku i funksionit e pren boshtin x. Bashkésiné e
zerove té funksionit do ta shénojmé me N,.
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Vlerat e funksionit y = f(x) pér argumentin x = 0 éshté koordinata e dyté e piképrerjes sé gra-
fikut té funksionit me boshtin y. Koordinatat e pikés jané (0,y).

Vérejtje: Funksioni i cilim éshté njévlerésisht i caktuar mund té keté mé shumé piképrerje me
boshtin x, ndérsa mé sé shumti njé piképrerje me boshtin y.

Shembulli 2. Té gjenden zerot e funksionit f(x) =3x+6 dhe té caktohet prerja e grafikut té
funksionit me boshtin y.

Zgjidhje: Zero té funksionit jané ato vlera té x pér té cilét f(x) = 0, prej ku vijon se 3x+6 = 0.
Zgjidhje e barazimit &shté x = 2. Bashkésia e zerove té funksionit éshté N, = {-2}.

Pér té gjetur prerjen e funksionit me boshtin y duhet té zévendésojmé x = 0, pra fitohet
f(0)=3-0+6=6. Koordinatat e piképrerjes sé funksionit me boshtin y éshté (0,6). Piképrerja e
funksionit me boshtin x éshté pika me koordinata (-2,0).

T 7
(0,6)

Paraqitja grafike e funksionit

Shembulli 3. Té caktohen zerot e funksionit f(x) = 3

! T ndérsa té caktohet prerja e funksi-
+
onit me boshtin y.

Zgjidhje: Prej f(x) =0, vijon 1 =0, qé nuk éshté e sakté dhe pérfundohet se barazimi nuk ka
zgjidhje.

Bashkésia e zerove éshté Nf = (J pérkatésisht funksioni nuk e prej boshtin x.
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Nése zévendésojmé pér x = 0, fitohet f(0)=

1
=T=L Koordinatat e piképrerjes me
boshtin y jané (0,1).

2-0+1

Detyra 2. Cakto zerot e funksioneve:

x' -4

a) f(x)= b) y=x"—x c) f(x)=2""

2
¢) f(x)=x"—5x> +4x d) f(x)= x2 +i dh) f(x) = Jx(x-1)(x-2)

X —

1.3. FUNKSIONET CIFT DHE TEK
Shembulli 1. Te figura éshté dhéné grafiku i
funksionit f(x) = x°.

Cka mund té vérejmé pér vlerat

A=2), fi-1), f(1) f2). Fitohet se
SO=f=D=1f2)=f(-2)=4

Né pérgjithési pér funksionin e dhéné
f(=x)=f(x)pérgdox eD,.

Grafiku i funksionit f(x) = x> éshté simetrike né
lidhje me boshtin y. -2
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Pérkufizimi. Funksioni f: X —Y me fushén e pérkufizimit D, (qé éshté bashkési simetrike

né lidhje me fillimin e koordinatave, d.m.th., pér¢dox € D, =—-x € D),
>  éshté cift pér ¢do x € D/, vlen f(—x) = f(x),

»  éshté tek nése pér¢dox € D, vlen f(—x) = —f(x).

Vérejtje: Pér shqyrtimin e funksionit gift té funksioneve, sé pari duhet té jeté plotésur kush-
ti pér simetri té fushés sé pérkufizimit. (D, éshté fushé simetrike nése pér ¢do x eDf, atéheré
edhe—-x D).

Vérejtje:

Grafiku i funksionit ¢ift &shté simetrik né lidhje me boshtin y.

Grafiku i funksionit tek éshté simetrik né lidhje me fillimin e koordinatave.
Ekzistojné edhe funksione té cilat jané as ¢ift as tek.

Shembulli 2. Té caktohet funksioni i giftézisé sé funksionit f(x)=3x"—x".
Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit éshté Df = R dhe éshté fushé simetrike
f(=0)=3(=x)" = (—x)* =3x" - x" = f(x)

Vijon se, funksioni éshté cift. Grafiku éshté simetrik né lidhje me boshtin y.

A
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Shembulli 3. Té caktohet funksioni cift pér funksionin f(x) =x" —3x° + x.
Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit éshté D, =R
F(=x)=(=x)’ =3(=x)’ +(=x) =—x" +3x’ —x =—(x" =3x’ + x) =—f (x)

Vijon se, funksioni éshté tek. Grafiku i funksionit éshté simetrik né lidhje me fillimin e
koordinatave.

Detyra 3. Shqyrto ciftin e funksioneve:

4 2
x"—3x

a) f(x)=3x>-1 b) f(x)=

X
¢) f(x)=Vx>+2x d) f(x)=v4-x? dh) f(x) =3x> +2x’

) )=

1.4. KUFIZIMI | FUNKSIONIT

Pérkufizim: Eshté dhéné funksioni f: R — R. Pér funksionin f{x) themi se éshté:

e | kufizuar prej larté nése ekziston numér real M ashtu qé f(x) < M pér ¢do x prej fushés
sé pérkufizimit té f(x),

e | kufizuar prej poshté nése ekziston numér real m ashtu qé f(x) 2= m pér ¢do x prej
fushés sé pérkufizimit té f{x),

e | kufizuar, nése ekzistojné numra realé m dhe M té atille g¢ m < f(x) < M pér ¢do x prej
fushés sé pérkufizimit f(x), d.m.th., funksioni &shté i kufizuar prej larté dhe prej poshté.
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Shembulli 1. Té konstatohet vallé funksioni f(x) = %xz +1éshté i kufizuar prej poshté!

Zgjidhje: Pér ¢do numér real x, x'20.

Prej, x> >0 /- 1
2

1,

—x 20 /+1

2

lx2+120+1
2

%x2+121 d.m.th. f(x)>1 ' X

Vijon, funksioni éshté i kufizuar prej poshté me 1. -1

Detyra 4. Vérteto se funksionet jané té kufizuara: -2

1 x2

;b f@=

a) f(x)= 5

1+x 1+x

Vérteto se funksionet jané té kufizuara prej larté:
o) f()=1-x" ¢ f(x)=1-2"
Vérteto se funksionet jané té kufizuara prej poshté:

d) f(x)=x"-4  dh) f(x)=3""

1.5. MONOTONIA E FUNKSIONIT

Te figura éshté paraqitur grafiku i funksionit
f(x)= %x+l. Fusha e pérkufizimit té funksio-
nit éshté D, = R.

Pér ¢farédo dy vlera té ndryshme x, dhe x,

prej bashkésisé sé pérkufizimit pér té cilét vlen
x, <Xx,, mund té vérehet se pér vlera té médha

té argumentit, pérgjigjet vleré mé e madhe e
funksionit, f{x1) < fix2). Themi se funksioni rri-
tet né fushén e pérkufizimit, intervali (—o0,+00).
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Le té jeté dhéné funksioni f: R >R

Pérkufizimi. Pér funksionin f{x) me fushén e pérkufizimit D,dhe intervali (a.b) i cili i takon
fushés sé pérkufizimit, themi se:

e &shté (rigoroz) monotono rrités né intervalin (a,b), nése pér ¢farédo x,,x, €(a,b)té
atillé gé x, <x,, vlen f(x,) < f(x,),

e &shté (rigoroz) monotono zvogélues né intervalin (a,b), nése pér ¢farédo x,,x, €(a,b)
té atillé gé x; <x,, vlen f(x,) > f(x,)

Funksionet té cilat jané monotono rrités ose monotono zvogélues quhen funksione
monotone.

Nése nuk vlen jobarazimi strikt atéheré themi se funksioni éshté rrités ose zvogélues.
Shembulli 1. Té caktohet monotonia e funksionit f(x) =1—x’, né té gjithé fushén e pérkufizimit.
Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté /D, = R.

Le té jené x;, X, eDf, té atillé qé x, < x,, atéheré xf < x;.

Prejx;, <x; /- (-1)

—xf > —xg /shtojmé 1 prej té dy anéve té pabarazimit

1-x) >1-x]d.m.th., f(x)> f(x,).

Vijon, f(x) &éshté monotone zvogélues rigoroze né té gjithé fushén e pérkufizimit.

Detyra 5. Shqyrto monotoniné e funksioneve:

a) f(x)=2x-5 b) f(x)=2-4x c) f(x)=Inx

Q) f(x)=1-x d) f(x)=2x"+1 dh) f(x)=1-Inx




FUNKSIONET ELEMENTARE

Detyra pér ushtrime:

1. Cakto fushén e pérkufizimit té funksioneve:

3x 3x
C x)=
x*+9 ) /@) x* -9

a) f(x)=x"-4x’+1 b) f(x)=
2. Cakto fushén e pérkufizimit té funksioneve:
a) y=+2-3x b) y=3/2-3x
3. Cakto fushén e pérkufizimit té funksioneve:
a) g(x)=log(x*—4) b) f(x)=In(x-1)++V5—x

4. Cakto fushén e pérkufizimit té funksioneve:

a) fn =2l b) f () = 0 f(x)=x* —3x+2
x°—5x x*—4x+3
1 ,
) f()=— d) /(x)=log(x+3)+log(x~3)  dh) /(x)=log(16-x")

5. Eshté dhéné funksioni f(x) = 2x* —3x + 4. Cakto vlerat: (-1), f(2), f(0), f(a).
6. Cakto funksionin f(x)=ax+b, nése f(2)=-5dhe f(-1) =1

7. Cakto funksionin f'(x) = ax® + bx +3, nése f(1) =4 dhe f(-2)=-5

8. Cakto zerot e funksionit

a) f(x)=—x"+3x-2 b) f(x)=3x-2

9. Cakto zerot e funksionit

2) fla) LTIy X 22T

x—2 X +27

10. Cakto zerot e funksionit
a) £(x)=3"7=3 b) f(x)=log(x*+2x)—3

11. Cakto fushén e pérkufizimit dhe zerot e funksioneve:

a) f(x)=8-2x—x" b) £(x) :% ¢) f(x)=x*—-16
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¢) f(x)=5"-25 d) f(x)=log(x+2)-3

12. Konstato cili prej kétyre funksioneve éshté cift, tek, ndérsa cili as cift as tek:

a) f(x)=2x"-x"+3x> b) f(x)= 3x22 c) f(x)=x"+2+sinx

4

13. Konstato cili prej kétyre funksioneve éshté cift, tek, ndérsa cili as gift as tek:

2

a) f(x)=2x"—x"+3x’ b) f(x)=43x > c) f(x)=x"+2+sinx
14. Shqyrto ciftin e funksionit:
2

a) f(x):x4—2x2+4 b)f(x)=2x2 =3

x“+1
¢) f(x)=x"—sinx §) f(x) =20

X
d) /()= (x-1)’ o) f(r)= 0

1+cosx
15. Shgyrto monotoniné e funksioneve, fushén e pérkufizimit:
a) f(x)=4x+7 b) f(x)=x’

1

) f(x)=1-x ¢) f(x)=log(x-3) d) f(x)=—

X

16. Cakto cili prej funksioneve jané té kufizuar, ndérsa cilét té pakufizuar:

a) f(x)= 32 b) f(x)= 2xz
1+x 1+x
c) f(x)= a 3 ¢) f(x)=5cosx
1+ x
0 fn =2t dh) f(x):ln(1+ : 2]
1+x I+x

17. Cakto funksionet e pérbéra (kompozimi prej funksioneve) f o g dhe go f:
a) f(x)=x>+1,xeR dhe g(x)=2-3x,xeR
b) f(x)=sinx, xe R dhe g(x)=x*, xeR
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c) f(x)=2x+1,xeR\{—3} dhe g(x)= ls,xeR\{—S}

X+

¢) f(x)=lgx, xe[L,+0) dhe g(x)=+x, x€(0,+).

Vérejtje:

Pérbérja (kompozicioni) i funksioneve keni mésuar né vitet paraprake shkollore. Té pérkuj-
tohemi né pérkufizimin.

Pérkufizimi. Funksioni f'le té jeté pérkufizuar né bashkésiné D, dhe le té jeté g funksion i
pérkufizuar né bashkésiné D,, ashtu qé Vf = {f(x)‘x € Df} c Dg. Até heré bashkésia D,
éshté pérkufizuar kompozicioni (funksion i pérbéré) prej funksioneve f dhe g té shénuar

g o f, me kété rregull té shogérimit (g C>f)(x) =g(f(x)), xe D,.

18. Cakto funksionin fnése h=go f:
a) h(x)=(3x-=7),xeR dhe g(x)=x",xeR
b) h(x)=v4-x*, xe[-2,2] dhe g(x) =/x, x[0,+oo)

c) h(x)=sin’x, xe R dhe g(x)=x’, xeR
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2. FUNKSIONI LINEAR

Té pérkujtohemi!

Funksionet elementare themelore jané kéto funksione:

Funksioni konstant y = ¢ (¢ = const)

e Funksioniifuqgisé y=x", r €R

e Funksioni eksponencial y=a*, a e R\ {1}
e Funksioni logaritmik y =log, x, a#0

e Funksionet trigonometrike: y =sinx, y = cosx, y = fgx, y = ctgx

Pérkufizimi. Cdo funksion i cili mund té fitohet prej funksioneve elementare themelore
me zbatimin e heré numrit té fundshém té operacioneve aritmetike (mbledhje, zbritje,
shumézim dhe pjesétim) dhe operacioni i kompozicionit (pérbérje) quhet funksion
elementar.

Né vazhdim do té ndalemi te grafikét dhe vetité gé vlejné pér disa prej funksioneve elementare.
Funksioni elementar

Shembulli 1. Petri vozit ¢do dité bigikletén e tij nga 6 km deri te shkolla dhe prapa. Té njehsohet
sa kilometra kalon Petri pér njé javé. Té caktohet se si ndryshon shuma e kilometrave té kaluar
sipas ditéve me ndihmén e funksionit ku ndryshorja (argument) éshté dita.

Zgjidhje: Rezultatet mund té shkruhen te tabela

Dita 1 (2 [3 [4 |5 1 javé
km té kaluar 6 |12 |18 |24 |30 30

Rregullén algjebrike mund ta shkruajmé me formulén f(x) = 6x, ku fusha e pérkufizimit ésh-
te D, ={1,2,3,4,5}.
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Funksionin mund ta paragesim grafikisht me pika né sistemin koordinativ.

1y

30
25

20

Vérejtje: Njésia e boshtit x dhe y nuk jané té barabarta, shfrytézohet pérpjesa (Boshti x :Bosh-

ti y) = 1:5 pér paraqitje mé té mire te grafiku.

Nése shkruajmé se fusha e pérkufizimit té funksionit f(x) = 6x &shté D, = R atéheré funksi-

oni grafikisht éshté paraqitur me drejtéz.

Vérejtje: Njésité e boshtit x dhe y jané té barabarta, shfrytézojmé pérpjesén 1:1.

Funksioni f(x) = ax+b quhet funksion linear.

Grafiku i funksionit linear éshté drejtéz. Pér ta skicur grafikun e funksionit éshté e nevojshme

té caktojmé mé sé paku dy pika té cilat shtrihen te drejtéza.

Fusha e pérkufizimit éshté bashkésia e numrave realé d.m.th., D, = R

Bashkésia e vlerave éshté bashkésia e numrave realé d.m.th.,Vf.: R
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Eshté dhéné shembull té funksionit linear me koeficientét a dhe b té cilét te apleti i dhéné né
geogebrén jané vlerat prej rréshqitésve pér a dhe b. Cilat veti do té vlejné pér funksionin linear?
o (X
2

) Dritare algjebrike b Sipérfagja pér té vizatuar
® a=2 y
. b=-1 3

® f(x) =2x—1 b=-1
® A=(0.5,0)

® B=(0,-1)

& o
@ |

https://www.geogebra.org/m/d3uumybd
. . b e b o
Péry =0, kemi x=——, a#0. Zero e funksionit éshté x = —— d.m.th.,| ——,0 | funksioni e
pren boshtin x. a a a
Pér x =0, kemi y = b. Né pikén (0,b) funksioni e pren boshtin y.

Koeficientét e drejtimit té drejtézés éshté i barabarté me tangjensin e kéndit gé drejtéza e
formon me boshtin x, d.m.th., a = tga koeficienti i drejtimit.

Nése a > 0 funksioni monotonisht rritet, ndérsa nése a < 0, atéheré funksioni monotonisht
zvogélohet.

Funksioni linear nuk ka ekstreme.

Funksione lineare karakteristike:

* y = ax — kalon népér fillimin e koordinatave

e y = b &shté paralele me boshtin x (funksion konstant)

Nése shkruajmé x = a, atéheré grafiku éshté drejtéz paralel me boshtin y.
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Vérejtje: Dy drejtéza y = a,x +b, dhe y = a,x + b, jané paralele nése a, = a,, ndérsa jané reci-
prokisht normale nése a,-a, = -1

1
Shembulli 2. Jané dhéné grafikét e funksioneve y =-3x, y zzx—l dhe y =1. Cakto vlerat

karakteristike dhe shkruaj cilat veti vlejné pér funksionet.

y

y=-3)( 3
2_
" =
y=1
: : X
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Zgjidhje: Té shqyrtojmé vetém njé funksion.
Pér funksionin y = —=3x, mund ta caktojmé

fushén e pérkufizimit éshté D, = R dhe bashkésiné e vlerave éshté V, = R.

Zero e funksionit éshté 0, d.m.th., (0,0) éshté piképrerja me boshtin x, ndérsa njékohésisht
éshté edhe piképrerje edhe me boshtin y.

Funksioni éshté monotono zvogélues, pasia =-3<0.

Shembulli 3. Jané dhéné grafikét e funksioneve:
a)y=3x+2dhey=3x—-2 dhe b)y:%x+ldhey:—2x.

Cilat drejtéza jané paralele, ndérsa cilat jané reciprokisht normale? Kontrollo ¢ka vlen pér ko-
eficientét e tyre
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a) b)

w
w

=3x-2

-2 -1 0 1 2 3 /,2 ¥ 0 ] 2 3 4
y=0.5x+1

-2 -
/y=3x+2/

Zgjidhje: Drejtézat y =3x+2 dhe y =3x—2 jané paralele dhe koeficientét e drejtimeve jané
té barabarté me 3, d.m.th., a, = a, =3.

1
Drejtézat y =5x+l dhe y = —2x jané reciprokisht normale dhe pér prodhimin e koeficienté-

1
ve té drejtimit vlen g, - a, =5-(—2) =-1L

Detyra pér ushtrime:

1. Té skicohet grafiku i funksioneve linear me caktimin mé sé paku dy pikave té cilat i takojné
drejtézés: |
a) f(x)=x+1, b) f(x)=-x+3, ¢ y=7¥+2, ¢) y=-1.

2. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén A4(3,2) dhe éshté:

a) paralele me boshtin x;

b) paralele me boshtin y;

c) paralele me drejtézén f(x)=x+3

¢) normale né drejtézén g(x)=2x-1.

Skico grafikun e funksioneve. Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paraqitje vizuele.
3. Cakto koeficientét a dhe b te funksioni f(x) = ax+b nése ajo kalon népér:

a) pikat 4(1,2) dhe B(2,5);

b) fillimin e koordinatave dhe pikén C(4, 2).

4, Si éshté barazimet e drejtézave qé jané simetrike me:

a) kuadrantin e paré dhe té treté; b) kuadrantin e dyté dhe té katért.

Skico grafikun e funksioneve. Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paragitje vizuele.
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3. FUNKSIONI KATROR

Shembulli 1. Basketbollisti Ivo, para shtépisé sé tij ka kosh tek i cili luan basketboll. Te anima-
cioni, gé léviz topi €& gjurmé. Nése lidhen pikat me lakoren, cka do té paraget?

Me lidhjen e pikave dhe shfrytézimi i apletit né geogebér mund té vérejmé se rruga e topit
paraqet grafikun e funksionit katror.

Funksioni f'(x) = ax” +bx+c, a# 0 quhet funksion katror

Grafiku i funksionit katror éshté parabolé. Pér ta skicuar grafikun e funksionit éshté e nevo-
jshme té caktojmé disa pika karakteristike.

Fusha e pérkufizimit éshté bashkési e numrave realé d.m.th., D,= R

4ac — 2
Parabola ka kulm T(—;,Lbj d.m.th.., T{_zi,f(_iJ]

a 4a a 2a

Bashkésia e vlerave, Vv, ={ f[—ziJ ,+oo] pér a > 0, pérkatésisht Vv, :(—oo,f[—i]i| pér

a<0. a 2a
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b
X = —2— éshté boshti i simetrisé.
a

Eshté dhéné shembulli i funksionit katror me koeficientét a, b dhe c, té cilét te apleti né ge-
ogebér jané vlerat e rréshgitésve pér a, b dhe c. Cilat veti do té vilejné pér funksionin katror?

b Dritare algjebrike X | b Sipérfaqja pér té vizatuar X
® a=-1 a=-1
5 4
® b=1 ® b=1
®c=2 , ®
® f(x) = —1x*+1x+2 ¢.=2
: T= (0 5, 2.25) ]
T
® 2
o
1 4
-4 -3 -2 T 0 1 3 4 5 )
_1 4
f -2

https://www.geogebra.org/m/pgcjjnhj

Zerot e funksionit fitohen pér y = 0, ndérsa me zgjidhjen e barazimit ax’ +bx+c=0, a# 0,

—b++/b* —4dac

i) Nése D =b* —4ac >0, atéheré funksioni ka dy zero x,,, = 3 , X, # X, d.m.th.,
a

kemi:

piképrerjet me boshtin x jané (x,,0) dhe (x,,0).

b
ii) Nése D = b> —4ac = 0, atéheré funksion i ka njé zero X =Xx,= —2—, d.m.th., piképrerja (pika
e prekjes) me boshtin x éshté (x,,0) a4

iii) Nése D =b* —4ac <0, atéheré funksioni nuk ka zero, zgjidhjet e barazimit x,,x, ¢ R dhe
funksioni nuk e pren boshtin x.

Pér x =0, kemi y = c. Né pikén (0,c) funksioni e pren boshtin y.
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Monotonia e funksionit:

e Nése a >0, atéheré né intervalin| —og ——— | zvogélohet, ndérsa né intervalin| ——,+w
funksioni rritet. 2a 2a
e Nése a >0, atéheré né intervalin —oo,—z— rritet, ndérsa né intervalin —2—,+oo funk-
a a

sioni zvogélohet.

Pér a > 0 funksioni arrin minimum te kulmi 7, ndérsa pér a < 0 funksioni arrin maksimum te
kulmi 7.

Shembulli 2. Grafikét e funksioneve katrore y =x?, y=(x-1), y=(x—1)"+2 jané
dhéné te figura.

Vérejtje:

Funksioni katror i shkruar né formén f(x) = a(x —a)’ +  quhet forma kanonike e funksionit
katror, kua,a, B € R, a# 0 dhe (a, ) jané koordinatat e kulmit 7.

Shembulli 3. Té caktohen koordinatat e kulmit té funksionit katror f(x) = ax® + bx +c. Té cak-
tohet shenja e parametrit @, intervalet e monotonies dhe piképrerjet me boshtet e koordinatave.
a) f 5 b) 5

4 4

3 3
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Zgjidhje:

a) Kulmi i ka koordinatat (—1,—1). Parametri éshté a > 0. Né intervalin (—o0,1) funksioni zvo-
gélohet, ndérsa né intervalin (1,+) rritet. Piképrerjet me boshtin x jané (2,0) dhe (0,0), ndérsa
prerja me boshtin y éshté e njéjta piké (0,0).

b) Kulmi i ka koordinatat (1,4). Parametri a < 0. Né intervalin (—o0,1) funksioni rritet, ndérsa né
intervalin (+o00,1) funksioni zvogélohet. Piképrerja me boshtin x jané pikat me koordinata (-1,0)
dhe (3,0), ndérsa prerja me boshtin y éshté pika (0,3).

Shembulli 4. Té skicohet grafiku i funksionit f(x) = x> —x—2.

Zgjidhje:
3 y
2 4
1 4
-3 -2
_3 4
Vérejtje:

Pér té caktuar edhe disa veti té funksionit katror do té shqyrtojmé shembull té funksionit
katror ku koeficientét b dhe c jané zero d.m.th., b =0 dhe ¢ = 0. Vetité do té vlejné edhe pér fun-
ksionin katror me ¢farédo koeficient.

Pér funksionin katror f(x) = ax?, ménjanimi i parabolés varet prej vlerés absolute té koefici-
entit katror.

* Sa mé e madhe éshté vlera absolute e koeficientit té katrorit, ag mé shpejté rritet ménjanimi
i parabolés (d.m.th., koeficienti i drejtimit té tangjentés te piképrekja e funksionit). “Degét” e
parabolés jané mé afér deri te boshti y.

* Sa mé e vogél éshté vlera absolute e koeficientit té katrorit, ag mé ngadalé rritet ménjanimi
i parabolés (d.m.th., koeficienti i drejtimit té tangjentés te piképrekja e funksionit). “Degét” e
parabolés jané mé afér deri te boshti x.
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Dritare algjebrike P sipérfagja pér té vizatuar X
f(x) = 0.2 f g\ h\
8(x) = x° :
h(x) = 2x? ]
p(x) = 10x?
q(x) = —0.2x? 1
r(x) = —x?
s(x) = —2x? “4 -3 2 il 2 3 4
t(x) = —10x>
2
-3
( r/ sl |t

Shembulli 4. Radhiti parabolat prej atyre ku ménjanimi ndryshon mé ngadalé, deri tea to ku
ménjanimi ndryshon mé shpeijt.

1
y=-3x", y=2x", y=—5x , y=—Xx".

https://www.geogebra.org/m/zn3xmeuh
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Detyra pér ushtrime:

1. Té skicohet grafiku i funksionit me caktimin e koordinatave té kulmit, piképrerjet me bosh-
tet e koordinatave dhe caktimi edhe ¢farédo piké e cila i takon funksionit.

a) y=x2+2x b) y=x2—6x+5 c) y:x2—4

Vérejtje: Pér vizatimin e drejté té grafikut té funksionit katror éshté e nevojshme té caktojmé
5 pika, prej té cilave njéra éshté kulmi, ndérsa té tjerat dy cifte jané pika simetrike né boshtin e
simetrisé sé parabolés.

2. Eshté dhéné funksioni £ (x) = —x> +2x +3

a) Gjeje fushén e pérkufizimit té funksionit

b) Gjeji zerot e funksionit

c¢) Njehso maksimumin e funksionit dhe cakto koordinatat e kulmit té parabolés
¢) Cakto bashkésiné e vlerave té funksionit

d) Gjeji intervalet e monotonies sé funksionit

dh) Skico grafikun e funksionit. Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paraqitje vizuele té fun-
ksionit dhe té gjitha pikat e tij.

3. Gjeje funksion katror f(x) = ax? +c nése f(0)=1dhe f(1)=2.

4. Gjeje funksion katror f(x):ax2 +bx+c nése jané dhéné tri pika prej grafikut té tij:
A(1,-1), B(0,1) dhe C(-1,5).

Skico grafikun e funksionit. Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paragitje vizuele té funksio-
nit té grafikut té funksionit qé shtrihen tek i njéjti.
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4. FUNSIONI | FUQISE

4.1 FUNKSIONI | FUQISE ME EKSPONENT NATYROR

Funksioni f(x)=x", n € N quhet funksion fugi me eksponent natyror.
Do té shqyrtojmé disa raste speciale.

1) Pér n = 1, fitohet funksioni f(x) = x. Ky éshté funksion linear f(x)=ax+b me a = 1 dhe
b=0.

Grafiku éshté drejtéz gé kalon népér fillimin e 49
koordinatave (0,0)

D,=Rdhe V,=R. 2

Funksioni monotonisht rritet né té gjithé

fushén e pérkufizimit. 3 2 i 2 F

2) Pér n = 2, fitohet funksioni f(x)=x’. Ky éshté funksion f(x)=ax’+bx+c katror a=1,
b=0dhec=0.

Grafiku i funksionit éshté parabolé gé ka
kulmin 7' (0,0).

D,=R dhe V.= [0, +0).

Funksioni monotonisht zvogélohet né in-
tervalin (o0, 0) dhe monotonisht rritet né inter-
valin (0,+0).

Parabola éshté kthyer me hapje larté dhe ka -3
minimum te kulmi 7'(0,0) d.m.th., pérx=0,y,,=0. -1

Boshti y éshté boshti i simetrisé.




3) Pér n = 3, fitohet funksioni f(x) = x’. Ky funksion i ka kéto veti:

Grafiku i funksionit éshté lakore e
cila quhet parabola kubike,

D,=Rdhe V,=R.

Pérn=3,5,7,9,... fitohen lakore té
ngjashme vetém me pjerrtési té ndryshme.

Funksionet jané monotone rritése
né té gjithé fushén e pérkufizimit.

Piképrerjet me boshtet x dhe y
éshté pika (0,0).

Grafikét e té gjithé funksioneve
kalojné népér pikat (-1,1) dhe (1,1).

4) Pér n =4,6,8,... fitohen funksionet g(x)=x", h(x)=x", p(x)=x"... pér té cilét vlejné
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f(x) = x3
gx) = x°
h(x) = x’
p(x) = x°
A=(0,0)
B=(1,1)
c=(1,-1)
Tekctl = “
TEKCT2 =

vetité e njéjta sikurse edhe pér funksionin katror f(x) = x".

D, =RdheV, =[0,+w)

Funksionet zvogélohen né
intervalin (—oq 0) dhe monotonisht
rriten né intervalin prej (0, +).

Lakoret jané té kthyera me hapje
larté dhe kané minimum te kulmi
(0,0)d.m.th., pérx=0, y_. =0.

Boshti y éshté boshti i simetrisé.

Té gjitha funksionet kalojné népér
pikat (=1,1) -dhe (1,1)

Pér té shqyrtuar vetité qé vlejné pér funksionet e fugisé me eksponent numér natyror mund
té shfrytézohen apletet te té cilés do té ndryshon vlera e eksponentit n me rréshqitésin.

T=(0,0)
fry=x?
g:y=x*
h:y=x°
p:y=x3
A=(1,1)
B=(-1,1)
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Dritare algjebrike X| | b Sipérfagja pér té vizatuar X
n=3 4 n=3
f(x) - X3 #
Tekctl = “f(x) = x>" 31

fla)=q°

@©:

https://www.geogebra.org/m/ekuwfbd8

Shembulli 1. Té skicohet grafiku i funksioneve a) f(x) = x*, b) g(x) = x’ me caktimin e disa pi-
kave karakteristike.
. - 4 11
Zgjidhje: a) Pér funksionin f(x) = x”, caktoi té gjitha vlerat e funksionit pérx —1,—3,0,3,1 g

ndérsa pastaj skico grafikun.

1 1
b) Pér funksionin g(x) = x’ cakto vlerén e funksionit pér x e{—l,—E,O,E,l}, ndérsa pastaj

skico grafikun.

Shfrytézoje apletin paraprak pér paraqitje vizuele té funksioneve né Geogebér.

4.2. FUNKSIONI | FUQISE ME EKSPONENT NUMER RACIONAL

Nése e zgjerojmé bashkésiné e vlerave té lejuara té n té jeté né bashkésiné e numrave racio-
nalé dhe shkruajmé g pér eksponent, atéheré kemi funksion té fugisé f(x) = x* me eksponent
racional Q € g.

Do té shqyrtojmé disa karakteristika té funksioneve té fugisé me eksponent numér racional

11
ey-L,-2,—,—
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1) Pér ¢ = —1 fitohet funksioni £ (x) =x~' d.m.th., f(x) = l Pér funksionin vlejné kéto veti:
X

D, =R\{0}dheV, = R\{0}.

Funksioni monotonisht zvogélohet né in-
tervalet (—oq 0) dhe prej (0, +). 21

Nuk ka vlera ekstreme. 11

Boshtet x dhe y nuk i prejné.

Funksion i kalon népér pikat (-1,-1) dhe
(1,2).

1
2) Pér g = -2 fitohet funksioni f(x) =xd,m.th., f(x)= —. Pér funksionin vlejné kéto veti:
X

D, =R\{0}dheV, = (0,+).

Funksioni monotonisht rritet né inter-
valin (—o0,0) dhe monotonisht zvogélohet né in-
tervalin (0, +0).

Funksioni nuk ka vlera ekstreme.

Funksioni nuk i pren boshtet x dhe y.

Funksion i kalon népér pikat (-1,1) dhe
(1,1).
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1 L
3) Pérg =5 fitohet funksioni f(x) =x2 d.m.th., f(x) = Jx.

Pér funksionin vlejné kéto veti:

Yy
D, =[0,+e)dhe ¥, =[0,+o). 3] o) v
) =
Funksioni monotonisht rritet né té gjithé
fushén e pérkufizimit.

Vleré minimale ka né pikén (0,0). 11
Boshtet x dhe y i pren né pikén (0,0). . . . . X

0 1 2 3 4 5
Funksioni kalon népér pikén (1,1).

-1

1 1
4) Pérg = 3 fitohet funksioni f(x) =x* d.m.th., f(x)= 3x. Pér funksionin vlejné kéto veti:

3
D, =RdheV, =R y

Funksioni monotonisht rritet né té 21
gjithé fushén e pérkufizimit.

Boshtet x dhe y i pren né pikén

(0,0).

Funksion i kalon népér pikat (-1,1)
dhe (1,1).

T’i shgyrtojmé rastet e pérgjithshme pér funksionin fugi me eksponent numeér racional. Do
a
té shqyrtojmé né vecanti eksponenti té jeté numér negative ose numér racional g = Y kua,b

jané numra reciprokisht té thjeshté dhe b = {0,1}.



1) Eksponenti g le té jeté numér negativ:

1a) Nése g = —2n, atéheré f(x)=x"" =
pérneN.

x2n

Vetité té cilat vlejné pér funksionet jané:
D, =R\{0}dheV, =(0,+x)

Funksioni monotonisht rriet né inter-
valin (—oq 0) dhe monotonisht zvogélohet né
intervalin (0,+00).

Funksioni nuk ka vlera ekstreme,
ndérsa nuk i pren boshtet x dhe y. Funksioni
kalon népér pikat (—1,1) dhe (1,1).

1 b) Nése g =—(2n—1) atéheré
1
fx)=x"*""=——pérneN.
X
Vetité té cilat vlejné pér funksionin jané:

D, =R\{0}dheV, = R\{0}

Funksioni monotonisht zvogélohet né
intervalin (—oq 0) dhe prej (0, +).

Funksioni nuk ka vleré ekstreme dhe
nuk i pren boshte x dhe y.

Funksioni kalon népér pikat (-1,-1) dhe
(1,2).

FUNKSIONET ELEMENTARE
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a
2) Eksponenti g le té jeté numér racional g :Z' ku a,b jané numra reciprokisht té thjeshté
dhe b = {0,1}.

Vérejtje: Te shembujt vlera e a éshté numér
tek pozitiv.

2 a) Nése b éshté numér cift, atéheré
f(x):x; ={/x“.

Vetité té cilat vlejné pér funksionin jané:
D, =[0,+) dhe ¥, =[0,+)

Funksioni monotonisht rritet né té gjithée

fushén e pérkufizimit. -1

Vleré minimale ka né pikén (0,0). -1 1

Funksioni i pren boshtet x dhe y dhe kalon
népér pikén (0,0).

Funksioni kalon népér pikén (1,1).

2 b) Nése b éshté numér tek, atéheré
f(x)zx;:\/b x“.
Vetité té cilat vlejné pér funksionet jané:

D,=RdheV, =R

Funksioni monotonisht rritet né té gjithé
fushén e pérkufizimit.

Boshtet x dhe y i pren né pikén (0,0).

Funksioni kalon népér pikat (-1,-1) dhe
(1,1).
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Detyra pér ushtrime:
Vizato grafikun e funksioneve dhe shkruaj vetité e tyre:

l.a) y=x° b)y=x"

2.a)y=3/; b)y=<‘/;

1
3. Eshté dhéné funksioni y = x°,

a) Gjeje fushén e pérkufizimit té funksionit
b) Vallé funksioni ka zero?

c) Cakto bashkésiné e vlerave té funksionit
¢) Vallé funksioni éshté i kufizuar

d) Vizato grafikun e funksionit.

4. Eshté dhéné funksioni y = x°.

a) Gjeje fushén e pérkufizitmit té funksionit
b) Vallé funksioni ka zero?

c) Cakto bashkésiné e vlerave té funksionit

¢) Vallé funksioni éshté i kufizuar?

d) Vizato grafikun e funksionit. Mund té shfrytézosh edhe Geogebrén pér paragitje vizuele
té funksionit
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5. FUNKSIONI EKSPONENCIAL

Funksioni f(x) =a" péra #1,a > 0 quhet funksion eksponencial. Funksioni i ka kéto veti:

(0,1) éshté piképrerja me boshti y.
Nuk ka minimum dhe maksimum.

Pér a > 0 funksioni monotonisht rritet né té gjithé

fushén e pérkufizimit, ndérsa pér 0 < a < 1 funksioni mo-
notonisht zvogélohet né té gjithé fushén e pérkufizimit.

Funksioni éshté i kufizuar prej poshté d.m.th.,

f(x)>0.
Funksioni nuk ka zero.
Shembulli 1. Té skicohen grafikét e funksioneve:
a)y=3",y=-3",y=-3" byy=2%, y=2"-1, y=2""-1
Zgjidhje:

Grafikét e funksioneve eksponenciale y = 3%,
y =-=3% y=-3""jané dhéné te figura.

Cilat veti vlejné pér funksionet?

Grafikét e funksioneve eksponenciale y =27,
y=2"—1, y=2"" —1jané dhéné te figura.

Cilat veti vlejné pér funksionet?
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Detyra pér ushtrime:

Vizato grafikun e funksioneve:

l.a) y=4" b)y=3"

1" 21"
’H b’y‘@

3. Eshté dhéné funksioni y = a™.

a) Cilat vlera mund t’i keté baza a?

b) Gjeje domenin dhe kodoemnin e funksionit.

c) Vallé funksioni éshté i kufizuar?

¢) Cakto monotoniné e funksionit varésisht prej a.

d) Vallé funksioni ka zero?

4. Gjeje funksionin f(x)=a" nése kalon népér pikén A(1,2). Skico grafikun e funksionit.
Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paraqitje vizuele té funksionit dhe pika népér té cilén ka-
lon funksioni.
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6. FUNKSIONI LOGARITMIK

Funksioni y =log, x, a >0, a#1quhet funksion logaritmik.

Funksioni i ka kéto veti:

D, =(0,+9 dhe V, =R

Funksioni nuk ka maksimum dhe
minimum.

x = 1 éshté zero e funksionit,
d.m.th., piképrerja me boshtin x éshté
pika (1,0).

Pér a > 1 funksioni monotonisht 1
rritet né té gjithé fushén e pérkufizimit,
ndérsa pér 0 < a < 1 monotonisht zvo-
gélohet né té gjithé fushén e pérkufizimit.

Shembulli 1. Té skicohen grafikét e funksioneve:

a)y =log, x, x > 0; b)yzlogzl,x>0; c)y =log, (—x),x<0
x

Zgjidhje:
Grafikét e funksioneve logaritmike:
y=log, x,x>0,

y=log21,x>0, dhey=log2(—x),x<0
X

jané dhéné te figura.

Cilat veti vlejné pér funksionet?
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Detyra pér ushtrime:

Vizato grafikun e funksioneve :

1.a) y=log,x b)y=loglx

3
2.a) y=-2+log, x b) y=log,(x-1)

3. Eshté dhéné funksioni y =log,, x.

a) Cilat vlera mund t’i keté baza a?

b) Gjeje domenin dhe kodoemnin e funksionit.

c) Vallé funksioni éshté i kufizuar?

¢) Cakto monotoniné e funksionit varésisht prej a..

d) Vallé funksioni ka zero?

4. Gjeje funksionin f(x) =log, x nése kalon népér pikén A(4,2). Skico grafikun e funksionit.

Mund té shfrytézosh Geogebrén pér paragitje vizuele té funksionit dhe pika népér té cilén ka-
lon funksioni.
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7. KONCEPTI PER FUNKSION INVERS
Te sistemi i njéjté koordinativ t’i paragesim funksionet y = 2" dhe y =log, x.
Cka mund té vérehet te funksionet?

Pér funksionin eksponencial y =2,
fusha e pérkufizim it
D, =RdheV, =(0,+0).

Pér funksionin logaritmik y =log, x,
fusha e pérkufizimit D, = (0,+) dhe
V,=R.

Grafikét e té dy funksioneve kané
formé té njéjté dhe jané simetrike né
lidhje me drejtézén y = x, simetralja e
kuadrantit té paré dhe té treté.

Nése pika M (a,b) i takon grafikut té
funksionit y = 2%, atéheré pika M,(a,b) i
takon grafikut té funksionit y =log, x.

Funksionet y = 2" dhe y =log, x jané
inverse njéra né tjetrén.

Nése éshté dhéné funksioni f me fushén e pérkufizimit D,dhe bashkésia e vlerave V,parashtrohet
pyetja a ekziston dhe si té caktohet funksioni g me fushén e pérkufizimit /D, = V', dhe bashkésia
e vlerave V, = D, ashtu qu gé té keté veprim té anasjellté, d.m.th., g(y) = x <f'(x) = y pér ¢do
xeD,dheyeVl,

Funksioni g gé i kénaq kérkesat paraprake quhet funksion invers i funksionit f.

Pérkufizimi. Funksioni f: X — Y le té jeté i atillé qé ¢do element prej Y éshté pasqyré
prej X, d.m.th., f(x,) = f(x,) =x, =x,. Atéheré funksioni f~':¥ — X i pérkufizuar me
f’1 (y) =x & f(x)=yquhet funksion invers i funksionit f(x).
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Fusha e pérkufizimit té funksionit invers fﬁ1 (x) éshté e barabarté me bashkésiné e vlerés sé
funksionit f(x)d.m.th., Df_l =V,

1
Vérejtje: Shénimi ' nuk do té thoté 7

X
Shembulli 1. Té caktohet funksioni invers i funksionit f(x) = T
X
Zeiidhie: Ke t& 78 . . |
gjidhje: Ke té zévendésojmé f(x) me y. Kemi y il

Ta shprehim x, sé pari shumézojmé me 2x +1 dhe fitojmé

y(2x+1)=x
2xy+y=x
2xy—x=-y
x2y-D=-y

Y

T2y

X
2x—1

Domethéné funksioni invers éshté ' (x) = —

Vérejtje: Grafikét e funksionit dhe funksionit té tij invers jané simetrik né lidhje me drejtézén.

T ,
3-31r ’
&
Fd
rd
2 4
s
/
’
1 V4
rd
i
X
-4 -3 -2 - 1 2 3 4
/
4 —2
’ 1
s o
. 2x—1
s
P 2
’
7’
Y =X
ra y 3
F
#
. -4
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Shembulli 2. Shembuj té funksioneve inverse dhe grafikét e tyre

1
a)y:3xdhey=§x b) y=x"+1dhe y=3/x-1
Cilat veti vlejné pér funksionet? Cilat veti vlejné pér funksionet?

. /
¥ 41 ,gv:)(
’

41y

Detyra pér ushtrime:

Gjeje funksion invers té funksioneve:
2 1 2x+1

l.a) y=——=x b)) y=
)y 3 2 )y —

2.a) y=3Yx+1 b) y=10"2+3

3. Vérteto se funksionet jané inverse njéra né tjetrén.

1 I-x
a) y=— b) y=—-—
X I+x
4. Pér cilat vlera té a dhe b funksioni linear y = ax+b, (a # 0), do té jeté inverse né vetvete?
Né Geogebra konstrukto funksion linear me vlera té parametrave té cilét fitohen me rréshqités.
Né ményré vizuele paragite zgjidhjen.

5. Cakto funksionet inverse f‘1 té funksioneve:

2) ()= —— b) f(x)=x+1
x+1
0 f(x)=2"-1 §) £(x)=1+In(x+2) d) fx)=2"%

2+x
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8. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE THEMELORE

Sé pari té pérkujtohemi né njé veti gé vlen pér funksionet.

nése ekziston numér real 7 # 0 ashtu gé té vlen:

1) Pérgdox €D, dhextT €D,

2) f(x+T)=f(x)

Pérkufizimi. Pér funksionin f'(x), té pérkufizuar né bashkésiné D, themi se éshté periodik

Numri 7 qé i kénaq kushtet e quajmé periodé té funksionit.

e funksionit f(x).

Pérkufizimi. Funksioni f(x)le té jeté pérkufizuar né bashkésiné D, éshté periodik Numri mé
i vogél pozitiv T pér té cilinvlen f(x+T) = f(x) pérg¢do x € Df guhet perioda themelore

Funksionet: y =sinx, y =cosx, y =tgx, y=ctgx quhen funksione trigonometrike. T'i pa-

ragesim grafikét e tyre dhe shkruajmé vetité themelore.

1) f(x)=sinx ?
D, =RdheV, =[-11] 1

sin(z) /\
X

Funksioni éshté i kufizuar. 2

Funksioni éshté periodik me
periode themelore T' =27.

w2 3mrz 2m Smi2

Numratx, =kxz, k € Z jané zerot e funksionit d.m.th., grafiku i funksionit e pren boshtin

x né pikat (kz,0), k € Z.

Funksioni monotonisht rritet né intervalin prej -1 deri 1 né ¢donjérin prej intervaleve

(—%+2k7r,1+2k7z} k € Z, ndérsa monotonisht zvogélohet prej 1 deri -1 né ¢donjérin prej

intervaleve .

Grafiku i funksionit quhet sinusoida.
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2) f(x)=cosx y
D, =RdheV, =[-11]

cos(x)
Funksioni éshté i kufizuar. /\ /\ X
12 a T/ Tr /2 2m amm
Funksioni éshté periodik me periode / 4 \/ h\

themelore T =2r.

Numrat x, :%+k7z, k € Z jané zerot e funksionit d.m.th., grafiku i funksionit e pren

boshtin x né pikat(%+k7z,0} kel

Funksioni monotonisht rritet -1 deri 1 né intervalin ((2k—1)7r, 2k7r), k € Z, ndérsa mo-
notonisht zvogélohet né intervalin (2k7Z', (2k+1)7r), keZ.

Grafiku i funksionit quhet kosinusoidé.
3) f(x)=tgx

D, =R\{Z+kz|k ez dheV, =R
! 2

Funksioni éshté i pakufizuar. /1T N

Funksioni éshté periodik me periode
themelore ' = 7.

[}

B
e

B

w

:l—

[ %]

Numratx, =kx, k € Z jané zerot e funksionit, d.m.th., grafiku i funksionit e pren boshtin
x né pikat (k7z,0), k € Z.

Funksion i monotonisht rritet prej —oo deri +o0 né ¢donjérin prej intervaleve
Lk Zvknlkez
2 2

Grafiku i funksionit quhet tangensoidé.
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4) f(x) =ctgx
D, =R\{kr|k €Z}dhe

V,=R

Funksioni éshté i pakufizuar. : L o

I

I

Funksioni éshté periodik me |
periodén themelore ' = 7. : 21

I

I

I
I
I
I
I
I
I
I
:
t
i
I
I
I
I
I
I
I

T
Numrat x, =E+k7r, k € Z jané zerot e funksionit d.m.th., grafiku i funksionit e pren

boshtin x né pikat(%+k7r,0} ,keZ.

Funksion i monotonisht zvogélohet prej +oo deri -0 né ¢donjérin prej intervaleve

(kz,(k+ D7), k e Z.

Grafiku i funksionit quhet kotangensoidé.

Detyra pér ushtrime:

1. Vizato grafikun e funksioneve:
a) y=2sinx b) y=cosx+2
2. Kontrollo a jané periodike funksionet:

a)y=Il+sinx b) y=cosx—-2 c)y=-tgx—3

3. Cilat prej kétyre funksioneve jané cift, cilat jané tek, ndérsa cilat jané as cift as tek:

a) y =3x" +cosx b) y =2sinx—3x c) y=sinx+2cosx
4.
a) Pér cilin funksion themi se éshté joperiodik?

b) Pér cilén periode themi se éshté periode themelore?
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DETYRA PER PERSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK:

1. Cakto bashkésiné e pérkufizimit té funksioneve:

2x+5
a) f()=x"—3x+7  b) f(x) ==t ) y=5lgd-x?)
x +3x—4
2. Cakto zerot e funksioneve:
x*+1
a) f(x)=——— b) y=x*-2x>+1 c) f(x)=log(2x+1)
x“+x+1

3. Gjeje funksioni e formés f(x) =ax+b nése f(0)=-2dhe f(1)=0.

4. Shqyrto ciftin e funksioneve:

c) f(x)=x>—cosx

a) f =Yt +f-D®  b) fx)=12

x"+1

5. Cakto funksionin invers té funksioneve:

x+5
2x—1

a) —z—ix b) y=
y 3 7 y
c) y:i/;—2 g)yzln(x+\/x2+1)

6. Funksioni f éshté dhéné me formulat f(x) = %x +2.

a) Cakto f(=2), f(0), f(3)

b) Cakto piképrerjet me boshtin x dhe y,

c) Vizato grafikun e funksionit dhe paraqiti pikat e fituara prej a) dhe b),
¢) Ku funksioni rritet?, ndérsa ku zvogélohet?

d) Cilat vlera té funksionit f'kur x éshté mé i vogél se -1?

dh) Pér cilén vleré té x funksioni ka vleré 1?

e) Pér cilén vleré x funksioni arrin vleré mé té vogél se -1?
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7. Funksioni f'éshté dhéné me formulén f(x) =—-2x+1.

a) Cakto /(=2), f(0), f(3)

b) Cakto piképrerjet me boshtin x,

c) Vizato grafikun e funksionit dhe paraqiti pikat e fituara prej a) dhe b),
¢) Ku funksioni rritet? Pork u zvogélohet?

d) Cilat jané vlerat e funksionit f kur x éshté mé i madh se 3?

dh) Pér cilén vleré té x funksioni arrin vleré mé té vogél se -5?

8. Funksioni éshté dhéné me grafikun

a) Vallé funksioni f'te ndonjé
piké x ka vleré mé té madhe?,
ndérsa a ka vleré mé té vogél?

b) Ku funksioni rritet?, ndérsa
ku zvogélohet?

c) Cila éshté vlera e funksionit
pér x = 2?, ndérsa cila pér x =
-17?

¢) Cilat jané vlerat e funksionit
fkur x éshté mé i vogél se -2?

d) Pér cilén vleré té x
funksioni ka vleré -17?

dh) Pér cilén vleré té x
funksioni arrin vleré ndérmjet
1 dhe 5?
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9. Funksioni éshté dhéné me grafikun

51 a) Vallé funksioni f te ndonjé piké x
ka vleré mé té madhe?, ndérsa a ka
vleré mé té vogél?

b) Ku funksioni rritet?, ndérsa ku
zvogélohet

c) Cila éshté vlera e funksionit pér
x =27, ndérsa cila pérx =0?

¢) Cilat jané vlerat e funksionit f kur
X éshté mé i vogél se -1?

-4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4
d) Pér cilén vleré té x funksioni ka
- vleré -1
-2 dh) Pér cilén vleré té x funksioni

arrin vleré ndérmjet 0 dhe 2°?

10. Funksioni éshté dhéné me grafikun

a) Vallé funksioni f'te ndonjé piké x
ka vleré mé té madhe?, ndérsa a ka
vleré mé té vogél?

b) Ku funksioni rritet?, ndérsa ku
zvogélohet

X c) Cila éshté vlera e funksionit pér

e —

dh) Pér cilén vleré té x funksioni
arrin vlera mé té vogla se -1?

48 2 a0 =3 x = 1?, ndérsa cila pér x = 0?
1
————————————————— R LT ELEL Ly e .
f : ¢) Cilat jané vlerat e funksionit f'kur
1
i vy x éshté mé i vogél se -1?
1
i -3/ d) Pér cilén vleré té x funksioni ka
i
: vleré 1?
P4
1
1
1
1
1




NJESIA MODULARE 3
VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Né kété njési modulare do té mésohen:

Vlera kufitare e funksionit

Vijueshméria e funksionit te pika

Asimptotat e grafikut té funksionit

Kufijté e funksioneve elementare

Asimptotat e grafikut té funksioneve reale elementare

Vlera kufitare speciale
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VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

1. KONCEPTI PER VLERE KUFITARE TE FUNKSIONIT

Kufiri i funksionit

Eshté dhéné funksioni f(x) =

x+1

D, = R\{-1}.

1
Argumenti x le té afrohet kah 0, népérmjet vargut me anétarin e pérgjithshém x, =—n € N.

n
1
Formojmé tabelé me vlera té vargut (x,) dhe me vlera té funksionit y, =f(xn)=f[—J,
pérn e N. "
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(x,) ] 050,667 |0,75 | 0,8 {0,833 | 0,857 | 0,875 | 0,889 | 0,9 [ 0,909

Prej késaj tabele vérehet se vargu (x,) konvergjon kah 0, ndérsa vargu pérkatés i funksionit
(f(x,)) konvergjon kah 1 (shiko figurén).

0

0

0

0.2

.8

.6

4

-0.2

0

0.2 0.4

0.6 0.8

1

1.2

Nése e caktojmé vlerén e vlerés absolute prej ndryshimit |f(xn)—1|, kemi:

S(x,)

0,5

0,667 | 0,75

0,8

0,833

0,857

0,875

0,889

0,9

0,909

VAEARS!

0,5

0,333 | 0,25

0,2

0,167

0,143

0,125

0,111

0,1

0,091
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Mund té vérejmeé se vlerat e ndryshimit |f(x,,) —1| tentojné kah 0, kur vlerat e vargut (x,) ten-
tojné kah 0.

Kété mund ta konstatojmé dhe nése marrim tjetér varg (x,) gé konvergjon kah 0, d.m.th.,
limx, =0, atéheré vargu pérkatés prej vlerave té funksionit tenton kah 1, d.m.th.,

n—»0

=1.

hmf(x )=1lim

oo x +1

Do té vérejmé se 1 éshté vlera kufitare e funksionit te pika x = 0, ndérsa do té shkruajmé
lingf(x) =1. (Lexohet: limes i funksionit f{x) kur x tenton kah 0 éshté 1)
x—>

Pérkufizimi 1: Funksioni f(x) le té jeté pérkufizuar né intervalin (a,b) qé e pérmban x,
eventualisht x,. Nése pér ¢do varg té numrave realé (x,) (pér cdon e N, x, € (a,b)) qé
konvergjon kah x,, (lim x, = x,) vargu pérkatés (f(x,,)) prej vlerave té funksionit éshté, varg
konvergjent gé konvg;)g]?on kah numrireal 4, lim f'(x,) = 4, atéheré themi se kufiri i funksionit
J(x) kur x tenton kah x, éshté numri 4. Funnk;i?)ni mund té mos jeté i pércaktuar né pikén x,.

Shkruajmé lim f(x) = 4.

Pér numrin real A themi se éshté vlera kufitare ose kufiri (limes) i funksionit f(x) te pika x,.

Koncepti vlera kufitare e funksionit mund té futet edhe me kété pérkufizim.

Pérkufizimi 2: Pér funksionin f(x) themi se ka vleré kufitare (ose limes) 4, kur x ten ton
kah x, ( hm S(x)=A4) nése pér ¢do € > 0, ekziston J > 0, i atillé qé pér ¢do x € D, gé e
kénagq kushtmx e(x,—8,x,+5)éshté sakté /(x) e(A—&,4+¢) d.m.th. |x x0| < dvijon

|f(x)-4|<e.

Té dy pérkufizimet pér vlerén kufitare jané ekuivalente. Vértetimin e kétij gjykimi nuk do ta
realizojmé. Interpretimi gjeometrik i pérkufizimit 1 dhe pérkufizimi 2 jané paragitur te figurat
dhe apletet.

PérkuﬁZimi 1: » Sipérfagja pér té vizatuar | b Sipérfagja pér vizatim X | ¥ Paragitja tabelare
® n= : et |fils KEEE=~aE:
® ft) =, ‘ ¢ WAl = | c|
L 1 1 1 05
@ B=(0,1) | 1]
® A=(1,0.5) 15 | 2 | 2 05 067
3 3 033 075
L4 4 025 08
b 5 | 5 02 083
[ 6 | 6 017 086
[7 | 7/ 014 o088
05 '8 | 8 013 o089
9 | s/ o011 09
10| 10 01 o081
-05 0 05 1 T 11 0.09 0.92
® — v




VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Pérkufizimi 2:

Py ,
2o — & L0 o+

Funksioni y = f(x) le té jeté pércaktuar né bashkésiné D, c R dhe le té jeté x, € R piké tek e
cila funksioni y = f(x) é&shté pérkufizuar te ndonjé rrethiné e x,, pérveg né vet pikén.

Problemi i gjetjes sé vlerés kufitare té funksionit te pika x ose rrethinés sé saj éshté né reali-
tet caktimi i sjelljes sé vlerave té funksionit né rrethinén e pikés f(x).

x—1
Shembulli 1. Le té jeté dhéné funksioni f(x) =?. Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté
X

D, = R\ {-1}. Ta shqyrtojmé sjelljen e funksionit kur argument tenton kah *o = 2 EDJ‘, d.m.th.,
ta caktojmeé vlerén kufitare té funksionit.

Zgjidhje: Le té jeté (x,) ¢farédo varg prej numrave realé, ashtu qé x, # —1, pér ¢cdon € N dhe

-1
Al . Duke
+1

limx, = 2. Ta formojmé vargun pérkatés prej vlerave té funksionit (f(xn)) ku f(x,)=

n—0
n

shfrytézuar operacionet me vleré kufitare té vargut, kemi

limx, —1
_1 S -
lim f(x, )= lim22— =~ 27
n—>o mex +1 0 limx, +1 2+1 3

n—»0

Vijon, pér ¢farédo varg (x,) prej numrave realé, ashtu gé x, # —1, pér ¢cdon € N dhe limx, =2

1
dhe vargu pérkatés prej vlerave té funksionit (f(xn)) éshté konvergjent, me vleré kufitare —

1
d.m.th. lim f(x,) =§.

. 1
Shkruajmé hn} f(x)= gdhe lexojmé % éshté vlera kufitare e funksionit f'(x), kur x tenton kah 2.



VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

x—1

Shembulli 2. Le té jeté dhéné funksioni f(x) =— . Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté
x

D, = R\{-L,1}. Ta shqyrtojmé sjelljen e funksionit kur argument tenton kah x, =1 ¢ D, d.m.th.,
ta caktojmé vlerén kufitare té funksionit.

Zgjidhje: Le té jeté (x,) ¢farédo varg prej numrave realé, ashtu qé x, # +1, pér ¢don € N dhe

. -1
limx, = 1. Ta formojmé vargun pérkatés prej vlerave té funksionit (f(xn)) ku f(x,)= x; T Duke
n—>0 ‘xn —
shfrytézuar operacionet me vleré kufitare té vargut, kemi

x, -1 x,—1 . 1 1 1 1

lim f(x,) =lim——=1lim =lim =— = =
n—o ooyt =1 moe(x, =1)(x, +1) mex, +1 limx, +1 1+1 2

. 1
Shkruajmé hrrllf(x) = 5
Vérejtje: Te shembulli, edhe pse funksioni nuk éshté pércaktuar né pikén x, = 1x, vlera kufi-
1
tare e funksionit né rrethinén e x,, = 1 ekziston dhe éshté e barabarté me >

Kufiri i funksionit kur argument tenton né pakufi.

Pérkufizimi 3: Nése pér ¢do varg konvergjent (x,), ashtu qé pér ¢don €N, x, € D, dhe

lim x, = oo, vargu pérkatés (f(xn)) prej vlerave té funksionit f(x) &shté konvergjent me

n— o0

kufirin 4, d.m.th., lim f'(x,) = 4, atéheré themi se f(x) ka kufi 4 kur x tenton né c dhe

shkruajmeé lim f(x) = A.

2x+1

Shembulli 3. Té njehsohet vlera kufitare lim
X—>00 x_

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit D, = R\{l}. Le té jeté (xn)varg prej numrave realé

. .1
ashtu géx, # 1, pér ¢do n € N dhe limx, = oo, atéheré lim— = 0, pra prej vetive té vargut kemi:

n—»0 n—0
xn

x| 2+—
. 2x, +1 . "L xn] 2+0
lim =2 fim = =2, prej ku né pajtim me pérkufizimin mund té

n—»0 xn_l X—>00 1 _1_0
x| 1-
X,

. 2x+1
shkruajmé lim al =2.

X—>0 x_l
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Duke pasur parasysh pérkufizimet paraprake, mundet grafikisht t'i paragesim kéto vlera kufitare.

lim f(x) = —o0 lim £ (x)= 4 lim f(x) =+
(x,=0) (4=0)
Ay b b
4 4
3 3
e
2 2
1 1
Q_/ X // £
U 2 10 ] 2 3 3 2 1 0 1 2 3
1 -1
2 2
-3 3
lim f(x)=—o0 lim £(x)=+o0=0 lim £ (x) = —oo
by A
3 Ay 3

.S
2 10 1 2 3 -2 -1 0 1 2
1 3
-1 -1
2 -2 -2
3 -3

Vlera kufitare e majté dhe e djathté.

Shpesh ka nevojé ta konstatojmé sjelljen e funksionit kur argument x afrohet kah x, vetém
prej té majtés ose vetém prej té djathtés. Né kété meényré arrijmé deri te koncepti kufiri i majté
dhe i djathté i funksionit te pika x,.
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Pérkufizimi 4: Funksioni f(x) le té jeté pérkufizuar né intervalin (a, x,) pérveg eventualisht
pér vet numrin x,. Nése pér ¢cdo varg té numrave realé (x,) (pérgdon e N, x, €(a,x,)) qé
konvergjon kah x, (lim x, = x, ), vargu pérkatés (f(xn)) prej vlerave té funksionit éshté varg
konvergjent gé kor:\;):rgjon kah numri real 4, (}i_)ngof(xn) = A4, ), atéheré themi se kufiri i
funksionit f(x) kur x tenton kah x,, prej té majtés éshté numri 4, dhe shkruajmé lim f(x)= 4,
Pér numrin real 4, themi se éshté vlera kufitare e majté ose kufiri i majté i);‘aﬁksionitf(x)

te pika x,,.

Pérkufizimi 5: Pér funksionin f{x) themi se ka vleré kufitare té majté 4,, kur x tenton kah
X, prej té majtés dhe shénojmé lim f(x) = 4, nése dhe vetém nése pér ¢farédo numér
té vogél € > 0 ekziston A>0 ashgljxaé cfarédo x E(xo —5,x0) éshté i kénaqur pabarazimi
|/ () -4 <e.

Interpretimi gjeometrik i pérkufizimit 5:

by

gl e
Appmmmm e e
[
A —gf-oeeezs L
1 1
Y bg
xg— 0 L0

) 3
Shembulli 4. Té gjendet vlera kufitare e majté hrg; 5
x—=27 x —

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R \{2}. Le té jeté (xn) éshté varg prej
numrave realé ashtu qé x, <2, pér ¢do n € N dhe limx, = 2. Prej x, <2 kemi x, —2 <0 pér ¢do

n—»0

n € N dhe lim(x, —2) =0, prej ku vijon

—00

lim f(x, ) =lim 3 =— 3 =
1 ey =2 lim(x, —2)
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Mund té shkruajmé se vlera kufitare e majté éshté lim = —o0.

2" x—2

Pérkufizimi 6: Funksioni f(x) le té jeté pérkufizuar né intervalin (x,, ) pérve¢ eventualisht
pér vet numrin x,. Nése pér ¢do varg té numrave realé (x,) (pérgdon e N, x, €(x,,b)) qé
konvergjon kah x (y_l)l;loxn =X, ), Vargu pérkatés (f(x,)) prej vlerave té funksionit éshté
varg konvergjent qé konvergjon kah numrireal 4, (li_)nolo f(x,) = A4,), atéheré themi se kufiri
i funksionit f{x) kur x tenton ka x, prej té djathtés é’;hté numri 4, (xlir)?+ f(x)=4,)).

Pér numrin real 4, themi se éshté vlera kufitare e djathté ose kufiri i djathté i funksionit
[x) te pika x,,.

Pérkufizimi 7: Pér funksionin f(x) themi se ka vleré kufitare té djathté 4,, kur x tenton kah
X, prej té djathtés dhe shénojmé hm f(x) = A4, nése dhe vetém nése pér ¢farédo numér

té vogél € > 0 ekziston A >0 ashtu ¢ qe pér ¢do x €(x,,x, +J) éshté plotésuar pabarazimi

|f()-4,|<e

Interpretimi gjeometrik i pérkufizimit 7:

Shembulli 5. Té gjendet vlera kufitare e djathté lim

=2t x =2

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R\{2}. Le té jeté (x,) varg prej nu-

mrave realé ashtu qé x, > 2, pér ¢do n € N dhe limx, =2. Prej x, >2 kemi x, —2 >0 pér ¢do

n—>0
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n € N dhe lim(x, —2) = 0 prej ku vijon

lim f(x,) =1lim 3 == 3 =+ .
n—® ey =2 lim(x, —2)
Mund té shkruajmé se vlera kufitare e djathté éshté lim = +o0,

x—>2" x —
Grafikisht éshté paragitur edhe sjellja e grafikut né rrethinén e pikés me abshisé x = 2 (dre-
jtézax = 2).

A

5

[
I
|
I
|
I
!
I
|
I
|
I
!

- 20 Ib 4 § o
I
|
I
!
I
|
I
|
I
I
I

Shembulli 6. Le té jeté dhéné funksioni f(x) = v1—x, fusha e pérkufizimit té kétij funksionit
éshté x<ld.m.th, D, = (—00,1]. Pér funksionin mund té kérkohet vetém vlera kufitare prej té

majtés lim /1 — x.

x—>1"

Zgjidhje: Le té jeté (x,) varg prej numrave realé ashtu qé x, <1, pér gdon € N dhe limx, =1.

n—»0

Prejx, <lkemil—x, >0 pércdon € N dhe lim(1-x,) =0, prej ku vijon

lim f(x,) =lim\/1-x, =0.

Mund té shkruajmé se vlera kufitare e majté éshté lim+/1—x =0.
x—1"

Te figura, grafikisht éshté paragitur funksioni dhe vlera kufitare.
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by

Shembulli 7. Le té jeté dhéné funksioni f(x) =+/x—2, fusha e pérkufizimit té kétij funksi-
oni éshté x > 2 d.m.th., D, = [2, +oo). Pér kété funksion mund té kérkohet vlera kufitare prej té

djathtés lim vx — 2.

x—2"

Zgjidhje: Le té jeté (x,) vargu prej numrave realé ashtu qé x, >2, pér ¢cdo n e N dhe

limx, =2. Prej x, >2 kemi x,—2>0 pér ¢do neN dhe lim(x,-2)=0, prej ku vijon

n—0

lim f(x,) =lim/x, =2 =0.

Mund té shkruajmé se vlera kufitare e djathté éshté lim Vx—2 =0.

x—2"

Grafikisht éshté paraqitur funksioni dhe vlera kufitare.

b

3_
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Vérejtje:

Nése lim f(x)= hm f(x)= hm f(x)funksioni ka vleré kufitare te x = x,. (Limesi i majté dhe

x—)x

i djathté i funksionit te p|ka X = xojane té barabarté, atéheré funksioni ka limes te ajo piké dhe
ai éshté i barabarté me limesin e majté dhe té djathté).

Nése hm f(x)# lim f(x)funksioni nu ka vleré kufitare te x = x,,.

X=Xy

Zgjidhje: Paraprakisht njehsuam se lim 3 = — o, lim = + oo, vijon se funksioni

nuk ka vleré kufitare te pikax =2 o2 x =2 2" x—2

Vérejtje: Vlera kufitare e funksionit te pika e paraqget sjelljen e vlerave té funksionit né rre-
thinén e asaj piké.

Vetité e kufijve té funksioneve

Me ndihmén e vetive té vargjeve konvergjente mund té vértetohen disa veti pér kufirin e fun-
ksionit, me té cilat lehté mund t’i caktojmé vlerat kufitare té funksionit te pikat e dhéna.

Teorema: Nése pér funksionet f(x) dhe g(x) ekzistojné kufijté hm f(x)=Adhe llm g(x)=5B,
atéheré:

lim(f(x)tg(x))=1lim f(x)£lim g(x)= A+ B

Hm (7 (x)-g(x)) = lim f(x)-lim g(x) = 4-B

y
f@) ST A
XX g(x) hm g(x) "B’

lim(c- f(x))=c- lim f(x)=c- A4, pér ndonjé konstante c € R

fim /) = oflim f(x) =44, per n < R

li fy MmO .

ma’ =a =a",pérack, péra>o.
X—)XO

Vérejte:

Té gjitha kéto operacione me vleré kufitare té funksionit vlejné edhe kur x -+ o, edhe pér
vlerén kufitare té€ majté dhe té djathté te pika x,.
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Te numri mé i madh i detyrave teorema kufitare nuk mund té zbatohet direkt, ndérsa shpreh-
jet me té cilat jané dhéné funksionet sé pari i transformojmé deri te shprehja te té cilat mund
té zbatohen kéto gjykime.

2

Shembulli 1. Té njehsohet vlera kufitare e funksionit pér vlerén e dhéné lin} al _4.
2 x4+

Zgjidhje: Pér ta njehsuar vlerén kufitare, sé pari e njehsojmé vlerén kufitare té eméruesit
lirrzl(x+4) =limx+1im4 =2+4=6# 0. Né pajtim me teoremén e dhéné mund té njehsojmé

x—2 x—2

wor ImGE=D e o3y

m = = =—=—
=2 x4 lim(x+d) 244 6 2

Shembulli 2. Té njehsohet vlera kufitare e funksionit pér vlerén e dhéné:

x4

Zgjidhje: Pér vlerén kufitare té funksioneve te numéruesi dhe eméruesi kemi

lim (x* —4) = (~2)° =4 = 0 dhe lim (x+2) = (-2)+2 =0,

0
pra pér vlerén kufitare té herésit fitohet pa pércaktim —, ndérsa prej késaj nuk vijon se funksioni

nuk ka vleré kur x—> —2. Pér ta njehsuar vlerén kufitare, sé pari do ta transformojmé thyesén,
ashtu gé numéruesin do ta zbérthejmé né shumézues me shfrytézimin e formulave sé thjeshti-
mit, ndérsa pastaj do t’i thjeshtojmé me x + 2 (gé éshté e mundshme, pasi x afrohet kah -2, jo e
barabarté me -2, pra vlen x + 2 # 0 dhe né fund do té zbatojmé teoremén

0

2_40 _
lim X =4 L i GZDOFD i (m2y=2-2- 4

x>-2 x4+2 x2 x+2 x—>-2

2_
b) lim ™7

=0 X" +x

Zgjidhje: Pér shkaqge té njéjta sikurse te nén a) kufijté e funksioneve te numéruesi dhe eméru-
esi jané té barabarta me 0, ndérsa i shkruajmé mbi shenjén pér barazim, ndérsa pastaj i trans-
formojmé numéruesin dhe eméruesin me zbérthim dhe thjeshtojmé me shumézuesin e njéjté.
Késhtu kemi:

0
lim x22_ 730 i XD gy 6= _0-7
=0 x"+x 20 x(x+1) 0 (x+1)  0+1
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Né vazhdim, hapat fillestar do t’i njehsojmé pérmendésh dhe do t’i shkruajmé rezultatet mbi
shenjén e paré pér barazi, ndérsa pastaj do té vazhdojmé me transformimet dhe zbatimi i teo-
remés pér njehsim té vlerés kufitare.

x> —4x+3
c)lim——
ol x? —3x+2

| ol

Zgjidhje: lim > —dxt3
1 x” —3x+2

Zgjidhjet e barazimit katror x> —4x +3 = 0jané x,=1dhex, =3, pra trinomi katror te numéru-
esi zbérthehet né shumézues linear x* —4x+3 = (x —1)(x -3).

Zgjidhjet e barazimit katror x*> —=3x+2 =0 jané x,=1dhex,=2, pra trinomi katror te numéru-
esi zbérthehet né shumézues linear x* —3x+2 = (x—1)(x—2).

Tani me zévendésimin dhe shfrytézimin e teoremés pér operacione me vleré kufitare kemi:
im (x=D(x-3) lim (x 3) 1-3 -2

ol (—D)(x=2) =i(x=2) 1-2 -1

Zgjidhje: lim 2_lilim (x=D(x+1) =lim x+l = I+l :g
ol =1 ol (x=D(P +x+1) =P +x+1 P+1+1 3

Shembulli 3. Té njehsohet vlera kufitare e funksionit pér vlerén e dhéné:

. Nx-\2
a) lim————
x—2 x_

Zgjidhje: Te detyra vijuese do té shfrytézojmé ményrén e racionalizimit t& numéruesit.

B e e () ()
2 x—2 x—>2 x=2 Jx+2 x—>2(x_2)(\/;+\/5)

1 2

=1lim =lim !

— 1 — —
. 2)(J_+J_) () e 2 e
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Vx+4-2

b) lim
0 \Jx+9-3

Lo VX420 Jx+4-2 Jx+4+2 Jx+9+3
Zgjidhje: lim =lim =

0 \Jx+9-3 O x+9-3 \/x+4+2. \/x+9+3_

(Vx+4) -2 Vre043 L x+d-4 Jra043

H’(/x+9)2_32 Vx+4+42 0 x+9-9 Jx+4+42
m. Vx+9+3 . Nx+9+3 JO0+9+43 343 6 3

hm = = = —=
H)x Nx+4+2 0 Yx+4+2 J0+4+2 242 4 2
. A1+2x -3
c) lim

=4 fx =2
Vi+2x -3 J1+2x -3 Jx+2 l+2x+3

Zgjidhje: lim———=1im . . =
i Jx—2 o Jx—2 Jx+2 J142x+3
. 8+2x . x+2 . 2(x-4) . ~Jx+2
=lim - lim =1lim Clim—=

b x—=4 oA JI42x 43 4 x—4 4 1+2x+3

Shembulli 4. Té njehsohet vlera kufitare e funksionit pér vlerén e dhéné

x2 -1
a)hm—
w0 x? —Dx+7

Zgjidhje: Kur x 00 numéruesi dhe eméruesi jané pafund madhési té médha dhe herésiityre
0

éshté i pa pércaktuar —, prandaj shprehjen paraprakisht e transformojmé (e nxjerr dhe pastaj
Q0

do té mund té shfrytézohet teorema pér vlerén kufitare. Vijon

2
2 X 1 1
2 X [ 2 2} 1——2
x 1 r 2 =lim——*—

lim =lim =
xon x? —2x+7  xoe 2[x2 2x 7J *ml_z ;l
x — —
x?

818

X
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2
. -4
o) i % =%
0 X+ X +5

Zgjidhje:

X
lim 3 5:11rn ; 5 = ] e
X—>00 + x4+ X—0 X—0
X X x3[x3+x3+3J )CL +2+J
X x  x x° x
-4
1 X 1-0
=lim— =0- =
wa( 1 SJ 14040
I+—+—
X x
2
) -3
c)hmxz—
o 3xT —4

Zgjidhje: Ményra e shkurtér e cila mund té shfrytézohet gjaté zgjidhjes sé detyrave:

x* - 1152(1 - xzj 1
lim 5 = =—
oo 3x —4 4 3
lim| 3 - —
X—>00 x

Shembulli 5. Té njehsohet vlera kufitare e funksionit pér vlerén e dhéné:

x3 X2
lim 5 -
ool 3x" -4 3x+2
Zgjidhje: Kur x - thyesa e paré dhe e dyté jané madhési té té médha té pafundshme dhe
kemi pa pércaktim (oo — o), prandaj shprehjen paraprakisht e transformojmé

3 2 oot 3 202
{ X X J_hmix(3x+2) x (3x 4)}2

lim
(Bx* —4)(3x+2)

X—>00

3x2—4 3x+2

2x° +4x? B
(Bx* —=4)(3x+2)

(Bx* —4)(3x+2)

2x°  4x?
x3 (x3+x3j 2-{-&
X

X X

. {3x4+2x3—3x4+4x2J . (
m = lim

x2 xz X X
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2+0 2

(3-0)(3+0) 9

Shembulli 6. Té njehsohet vlera kufitare e majté lirg; 3
X—> X —

Zgjidhje: Vlerén kufitare té majté lim
x—2" —
h>0dhe h—0. Kemi *

do ta gjejmé nése fusim zévendésim x =2— A, ku

. 3 ) .3
lim =lim =lim—=—-w
=2 x—2 =02 _h—-2 0 _}

Shembulli 7. Té gjendet vlera kufitare e djathté lim

=2t x =12

Zgjidhje: Vlerén kufitare té djathté lim
ku /> 0 dhe 7 —0. Kemi a2

do ta gjejmé nése fusim zévendésim x =2+ A,

: 3 . 3 .3
lim =1lim =lim—=+w
o2 x =2 04 h—D 0]

Shembulli 8. Le té jeté dhéné funksioni f(x) =+/3—x, fusha e pérkufizimit té kétij funksioni
&shté x <3d.m.th., D, =(—0,3]. Pér kété funksion mund té kérkohet vetém vlera kufitare prej
té majtés lim /3 —x.

x—3"
Zgjidhje: lim J3-x= gnoh/z—(s—h) = 1hin(}\/2 = 0. Fusim zévendésim x=3—/% ku &> 0 dhe
h —0. 7 ” ”

Shembulli 9. Le té jeté dhéné funksioni f(x)=2++/x—1, fusha e pérkufizimit té kétij funk-

sioni éshté x >1d.m.th., D, = [1,+00). Pér kété funksion mund té kérkohet vetém vlera kufitare
prej té djathtés lim(2+\/x—1).

x—l1*

Zgjidhje: Pjﬂ(zh/xq)=m(2+1/(1+h)—1)=£i£%(2+\/2)=2+0=2. Fusim zévendésim
x=1+hkuh>0dheh—0.

2 —
Shembulli 10. Funksioni f(x) = X -4

te pika x = 2 nuk éshté pérkufizuar.

x’ -4

Vallé f(x) = tenton kah vlera e caktuar kur x-> 2? Té njehsohet vlera kufitare dhe gra-
x

fikisht té paragitet funksioni.
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2
—4
al X me fushén e pérkufizimit D, = R\{2}.

Zgjidhje: Le té jeté dhéné funksioni f(x) =

Ta shqyrtojmé vlerén e funksionit né rrethiné e pikés x = 2. Te tabela vijuese jané dhéné disa

vlera té funksionit, té cilat jané fituar prej vargut me anétarin e pérgjithshém x, =2+ o gé
tenton kah 2.

x 2,4 2,04 2,004 2,0004 .2

S(x) |44 4,04 4,004 4,0004 o4

Grafikisht i paragitur funksioni

Funksioni nuk éshté pérkufizuar te pika x = 2, ndérsa ekzistojné vleré kufitare e majté dhe e
djathté, ndérsa ato jané té barabarta.

x2—4:ﬁm (x—2)(x+2)

lim — lim(x+2)=lim(2—h+2) =4
=20 x—=2  xo2 xX— x—2" h—0

2 J— —
lim =2 i GO ) im(2 4 h+2) =4
=28 x =2  xo2F X — x—2° h—0

2
X —

Vijon funksioni ka vleré kufitare 1irr21 24 =4,
X—> X —
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Detyra pér ushtrime:

1. Cakto kéto vlera kufitare:

a) Tim (2x° — Sx +1) b) lim =X —%
x—>-2 -3 3x+1

2. Gjeje kufirin e majté dhe té djathté té funksionit:
2x+3

l\)

a) f()="""" te x, =1 b) f(x)="
—4x+2
C x——tex=2 x)= te x,=1
) fD="5 e ) S0 =" e
1
d) f(x)=e" te x,=0 dh) f(x)= T =0
1+e*
3. Gjeji vlerat kufitare:
5 4 3
a) lim > +55x +4x b) Tim xz 6x+5
=0 x°42x =l x" =2x+1
¥’ —4x+3 C Jx-a
c) im——— ¢) lim
"—>1x —3x+2 x=a x—(

66
d) llmi
x—0 X

2 Jx
e) lim
xl—)l \/_ 1

4. Gjeji vlerat kufitare:

2 3 2
a) lim b2« ] b) lim al al j

dh) lim———

i

=i x—-1 x*-1 o 32 —4 3x+5

x+6 x+1
c) lim| — -—
=4\ x" =16 x"—4x

¢) lim L4
2\ x+2 x*-4

2
d) [im| ¥*3 _12x +7x+5j dh) lim(\/x2+4x—x)

x_,% 3x—1 9x% -1 X0

) lim(\/xz 12x-5 —x)

X—>0
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5. Gjeji kéto vlera kufitare:

. 2x7—x+1 . 3x?-2x-1
a) im———— b) lim=~————
xe xT+9x w0 4x7 +x+2
. Xt 1 . 4 =X +4x-3
c) lim—; ¢) lim 5
o x” +1 xoo 3xT —4x+1

2
d) lim > ;1 dh) lim (v +a —x)
X—>0 x— X—>0

e) lim(x—\/x2 +bx)

X—>0

6. Jané dhéné grafikét e funksioneve. Té caktohen vlerat kufitare pérkatése né fushén té shé-
nuar me ngjyré té kuqge.

a) b) c)

C—

e

——

Lidhi figurat me pérgjigje e ofruara pérkatése:

1) lim f(x) =+, 2) lim f(x)=4, 3) lim f(x) =+
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2. VIJUESHMERIA E FUNKSIONIT

Vijueshmeéria e funksionit éshté koncept shumé i réndésishém né matematiké. Shumé dukuri
natyrore, ndérsa edhe procese teknologjike jané té lidhura me vijueshmériné e funksioneve re-
ale. Pérkufizimi pér konceptin éshté lidhur me vlerén kufitare.

Té shqyrtojmé disa shembuj té funksioneve dhe té vérejmé cka vlen pér ato.

Shembulli 1. Té gjendet vlera kufitare e funksioneve né pikén x, = 1. Cka mund té pérfundohet
pér vlerén kufitare dhe vlera e funksionit né kété piké.

x -1

1—x b

a) f(x)=

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit D, = R\ {1}.

Vlera e funksionit pér x, = 1 nuk ekziston, ndérsa
pér vlerén kufitare kemi (éshté paragitur me piké

té zbrazét) S N ! 2 3
3 |
|
|

=

2
imd i G- DG+D
x>l 1 -X x>l _(x — 1)

= —linll(x +1)=-2

xr -1

b)g(x¥) =1 1-x’ /
1 x=1

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit éshté D, = R

Vlera e funksionit pér x, =1 éshté g(1)=1,

[
|
ndérsa pér vlerén kufitare kemi 5 5 \ |, 5 A
|
2 _ I
x -1 Mim (x=D(x+1) _ 3 |
|
|

‘x

lim——=
x—l1 1 —-X x—1 _(x — 1)

= —lirrll(x+ 1) =-2. Kemi
2 3]

|
limi— = 2%1=g(l)
x—l 1_x
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x> -1 A
Vh(x)=9 1-x"

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit éshté Df =R

X

Vlera e funksionit pér x, =1éshté a(1) = -2, T
ndérsa pér vlerén kufitare kemi \
-1
2
lim 1 im (x—=1(x+1) _
e x—l _(x_l) I

= —lirrll(x+1) =-2. Kemi
X—> _3_
2
-1
lim2
x—l l_x

=—2=-2=h(l)

Kemi se:
a) Funksioni f'(x) nuk éshté pérkufizuar te pika x, = I, ndérsa ekziston vleré kufitare te kjo piké,

b) Funksioni g(x) éshté pérkufizuar te pika x, =1, ekziston vleré kufitare te kjo piké, ndérsa
ato nuk jané té barabarta,

c) Funksioni &(x) éshté pérkufizuar te pika x, =1, ekziston vleré kufitare te kjo piké, ndérsa
ato jané té barabarta,

Vijon se, funksioni /(x) éshté i pavijueshém né pikén x, =1, ndérsa funksionet f(x) dhe g(x)
jané té pavijueshme né até piké.

Pérkufizimi 1: Pér funksionin f(x) té pérkufizuar né bashkésiné D, themi se éshté i
pavijueshém né até piké x, = x nése:

1) f(x) éshté pérkufizuar né pikén x, = x, d.m.th., x, € D,
2) ekziston lim f'(x),
3) lim /(x) = / (x,)-

Nése pér funksionin f(x) nuk éshté plotésuar njéri prej kushteve 1) — 3), atéheré ai éshté
i pavijueshém né pikén x,. Pér pikén x, themi se ajo éshté piké e pavijimit.
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Shembulli 2. Té shqyrtohet vijueshméria e funksionit f(x) = 32x né pikén x = 2.

Zgjidhje: Kontrollojmé a jané plotésuar kushtet prej pérkufizimit.

Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R\ {3}.
22

1.2 € D, dhe mund té caktohet vlera f(2) = F) =4,
2x 22
2. hmf(x) = 11rr213 al 3 5 —— =4, d.m.th,, ekziston hmf(x)

3.1im () =4= /()

2
Né pajtim me pérkufizimin e funksionit f(x) :3—x éshté i vijueshém mé pikén me abshisé
x=2. -

né pikén x = 3.

Shembulli 3. Té shqyrtohet vijueshméria e funksionit f(x) = 32x

Zgjidhje: Kontrollojmé a jané plotésuar kushtet prej pérkufizimit.

Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R\ {3}.
1.3¢D, dhe nuk mund té caktohet vlera f'(3) =£=g = (pjesétimi me zero nuk éshté
e mundshme!!!), -3 0

Pasi nuk éshté plotésuar njéri prej kushteve prej pérkufizimit, mund té mos vazhdojmé me

x .
ka ndérprerje

kontrollin e kushteve té tjera, ndérsa sjellim pérfundim se funksioni f(x) =
né pikén x = 3, d.m.th., éshté i pavijueshém.

Grafikisht éshté paraqitur funksioni:

[+)]

I
I
I
) -8 -6 -EIB 214 6 8 10
-2 1
1
1
-4 I 1
I 1
-6 11
1
-8 1
1
1
I 1
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Pérkufizimi 2: y = f(x) éshté i vijueshém te bashkésia 4 = D, nése éshté i vijueshém né
¢do piké x, € A4.

Shembulli 4. Té shqyrtohet vijueshméria e funksionit f(x)= x_i né té gjithé fushén e
X+

pérkufizimit.

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit éshté D, = R\ {-2}. Le t& jeté a ¢farédo numér real i ndryshu-
eshém prej -2. Vijon:

1.a € D, dhe mund té caktohet vlera f'(a) = z;z péra+ -2,
x-2 a-2
2. Ekziston kufi hmf(x) —limi -4
>ax+2  a+2

3. lim £ (x) = —f(a)

Vijon se, funksioni f(x) = x—2 éshté i vijueshém né pikén x =a € D,. Pasi a éshté cfarédo

numeér real prej fushés sé pérkufizimit té funksionit, vijon se funksioni éshté i vijueshém né té
gjithé fushén e pérkufizimit.

Funksioni nuk éshté i pércaktuar né pikén a =2, pra prej pérkufizimit vijon se ajo éshté pika
x=2
x+2
Grafikisht éshté paraqgitur funksioni:

e pavijimit pér funksionin f(x) =

—— o m w o omhn e o o o o o —
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Teorema: Nése funksionet f(x) dhe g(x) jané té vijueshme né pikén x=x, e D, ND,,
atéheré né pikén x = x, jané té vijueshém edhe funksiont:

f(x)+g(x), f(x)-g(x)dhe fE ; nése g(x,)# 0.
gx

x+2
x' -4

Shembulli 5. Té caktohen pikat e pavijimit té funksionit f(x) =

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R\{-2,2}.

Té shqyrtojmé sé pari né ¢do piké prej fushés sé pérkufizimit.

1.a € D, dhe mund té caktohet vlera f(a) = a2+24 péra+—2dhea#2,
a —

x+2 a+?2
2. Ekziston kufi hm x) =lim =
J&) e x?—4 a’—4
a+?2
3. llmf(X)— —f(a)

Vijon se funksioni éshté i vijueshém pér ¢do piké a € D,.

Funksioni nuk éshté i vijueshém né pikat x = -2 dhe x = 2, pra prej pérkufizimit vijon se ato

pika té pavijimit pér funksionin f(x) = x+24.
Pér vlerat kufitare né kéto pika kemi:
00 e e e i
lim_(x)= lim X2 i —2 oL

-2 P =4 a2 (x=2)(x+2) 2 x—2 4

Vijon hm f(x)= hm f(x)=—— 1 hm f(x)

lim /(x) = lim 2 fim—t2 o fim— =0
=2 xT =4 o2 (x=2)(x+2) 2 x-2

lim f(x)= lim 2+2 i xX+2 = lim ! = 400

x—2" 2" x° =4 x»Z* (x 2)(x + 2) 2" x =2

Vijon lim f(x)# lim f(x).
x—27 x—2"




VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Kemi se te pika e vijimit x = —2 funksioni ka vleré kufitare, port e pika e pavijimit x = 2 nuk ka
vleré kufitare, as kufi té pafundshém.

Grafiku i funksionit éshté:

b
ol
N
o
=
el e e e e e e e e e T
w
iy
(4]

Vérejtje: Funksioni polinomial f(x)=a,x" +a, x"" +..+a,, n €N, pér a,,...,a
éshté i vijueshém né té gjithé bashkésiné e numrave realé.

a, €R,

n—-1°
Vértetimi éshté né ményré té ngjashme sikurse pjesa e paré prej shembullit 5.

-1, x<0

Shembulli 6. Ta shqyrtojmé vijimin e funksionit f(x) = .
x=1, x>0

Zgjidhje: Pér x <0, f(x) éshté funksion konstant, d.m.th., y = -1, gé éshté i vijueshém né
cdo piké.
Pérx >0, f(x)éshté funksion polinomal té shkallés sé paré dhe éshté i vijueshém né ¢do pikeé.

Pika e vetme kritike éshté x = 1, pasi majtas dhe djathtas prej pikés sé funksionit éshté caktu-
ar me shprehje té ndryshme. Té kontrollojmé pér x = 0.

2. lim f(x) = lim (1) =—1dhe lim f(x) = lim(x~1) =~ vijon lim /(x) =1,
3.1im /(x)=~1= £ (0)
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Kemi se, funksioni éshté i vijueshém né pikén x = 0.

Grafikisht éshté paraqitur funksioni:

-3 1

x, x<0

Shembulli 7. Vallé funksioni f(x) =1 x”, 0 < x <4 &shté i vijueshém
x+4, x>4

Zgjidhje: | shqyrtojmé,pikat problematike “ x = 0 dhe x = 4. Te té gjitha pikat tjera d.m.th., in-
terval, funksioni éshté i vijueshém.

Kontrollojmé pér x = 0 te kushtet prej pérkufizimit:
1. £(0)=0
2. }13)1 f(x)= }g})l x=0dhe }Lrgl f(x)= )}ggn x> =0, vijon pra £i_r)r01f(x) =0
3.£i£1(}f(x)=0=f(0).

Kemi se funksioni f(x) éshté i vijueshém né pikén x = 0.

Tani kontrollojmé pér x = 4 te kushtet e pérkufizimit:

1. f(4)=16,
2. lim f(x) = lim x> =16 dhe lim f(x)= lim (x+4)=8,
x—4" x—4" x—4* x—4*
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lim f(x) # lim f(x)pra liralf(x) nuk ekziston.
x—4 x—4" x—
Prandaj funksioni éshté i pavijueshém né pikén x = 4.

Grafiku i funksionit éshté:

. L ) . . ax’ =1, x<1
Shembulli 8. Vallé ekziston numér real a ashtu qé funksioni f(x)= o1 8shté i
vijueshém? *s r=

Zgjidhje: Sé pari té hulumtojmé. Duke e shfrytézuar apletin té punuar né Geogebér, té zhven-
dosim rréshqitésin a dhe té vérejmé pér cilén vleré té a funksioni do té jeté i vijueshém.

Aplet pér animacion me té cilin grafikisht do té caktojmé vijueshmériné e funksionit.
Vérejtje: Cka duhet té vérejmé dhe kur do té jeté i vijueshém? Me zhvendosjen e vlerés sé

rréshqitésit ndryshon grafiku i funksionit ax® —1. Duam té kemi tép dy grafikét té lidhen te pika
me abshisé x = 1.
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Jty
a=-1 .
L]
2_
1_
X
-5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4

https://www.geogebra.org/m/suemrzya

Pérx <1, f(x)éshté funksion polinomal i shkallés sé dyté, gé éshté i vijueshém né ¢do pikeé.
Pérx=>1, f(x)éshté funksion polinomalishkallés sé paré dhe éshté i vijueshém né ¢do piké.

Pika e vetme kritike éshté x = 1, pasi né té majté dhe té djathté té pikés funksioni éshté i
caktuar me shprehje té ndryshme. Pér cilén vleré té parametrit a funksioni Pér f(x) éshté fun-
ksion polinomal té shkallés sé dyté, qé éshté i vijueshém né ¢do piké. Do té jeté i vijueshém
pér x = 1. Prej pérkufizimit kemi:

1. f(H=],
2.lim f(x) = lim(ax” —1) =a—1dhe lirrg f(x)= lir{l x=1,
x—=1" x—=1" x—> x—

Vijon se pér té ekzistuar vlera kufitare duhet lim f(x) =lim f(x) d.m.th., a—1=1, prej ku
x—1" x—l1*
kemia = 2.

3. Edhe pér vlerén a = 2 kemi se ligllf(x) =1=f().

Vijon funksioni éshté i vijueshém pér x = 1, d.m.th., funksioni éshté i vijueshém pér ¢do nu-
mér real.
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Grafikisht i paragitur funksion i vijueshém éshté:
%
3_

X
4 3 2 -1 {/ i 2 3 4
_2_
_3_
(x-1°, x<0
Shembulli 9. Pér cilén vleré té parametrave a dhe b funksioni f(x) =7 ax+b, 0<x<1ésh-
té i vijlueshém? \/;’ >1

Zgjidhje: Sé pari té hulumtojmé. Duke shfrytézuar apletin i punuar né Geogebér, t'i zhvendo-
sim rréshqitésit a dhe b, ndérsa té vérejmé pér cilén vleré té parametrave funksioni do té jeté i
vijueshém.

Aplet pér animacion me té cilin grafikisht do té caktojmé vijueshmériné e funksionit.

i

a=-3 ly
h 3_
bh=2
.

N

https://www.geogebra.org/m/kvt6aayw

Pérx <0, f(x)éshté funksion ivijueshém,

PérO<x <1, f(x)éshté funksion polinomal té shkallés sé paré dhe éshté i vijueshém né ¢do pike,
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Pérx=>1, f(x)éshté funksion ifuqisé dhe éshté i vijueshém né ¢do piké té pérkufizimit.

Pkat kritike jané x =0 dhe x = 1, pasi né té majté dhe té djathté té pikés funksioni éshté i cak-
tuar me shprehje té ndryshme. Pér cilén vleré té parametrave a dhe b funksioni f(x) do té jeté
i vijueshém pér x =0.

Prej pérkufizimit té caktojmé sé pari ¢cka duhet té jeté plotésuar pér funksionin té jeté i viju-
eshém pér x = 0:

1) f(0)=(0-1)" =1,
2) lim f(x) = lim(x~1)’ =~1dhe lim f(x) = lim (ax +b) =,

Vijon se pér té ekzistuar vlera kufitare duhet lim f(x) = lim f(x) d.m.th., -1 =5, prej kum
kemi b =—1. 0 0

3) Edhe pér vlerén b =—1kemi se lingf(x) =—1= £(0).

Prej pérkufizimit té caktojmé cka duhet té jeté i plotésuar pér funksioni té jeté i vijueshém
pérx =1:

1) f()=~1=],
2) lim £ (x) = lim(ax +b) = a+b dhe lim /(x) = 111}}(\/}) =1,

Vijon se pér té ekzistuar vlera kufitare duhet lim f(x) = lim f(x) d.m.th.,,a+b=1
x—1" x—1*
3) Edhe pér vlerat e a + b =1kemi se lirrllf(x) =1=f().

Pér funksionin té jeté i vijueshém né té dy pikat duhet té jené plotésuar té dy kushtet, pér-
katésisht kemi sistem prej barazimeve

b=-1 . b=-1 b=-1 b=-1
vijon = =
a+b=1 a+(-1)=1 a=1+1 a=2
Pér funksioni té jeté i vijueshém né pikat x = 0 dhe x = 1, vlera e parametrave jané a = 2 dhe
b =—1 dhe funksioni i kérkuar éshté:

(x—1°, x<0
f(x)=7 2x—-1, O<x<l1

\/;, x>1
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Grafikisht i paragitur funksioni éshté:

Shembulli 10. Funksionet jané dhéné grafikisht. Té caktohet cili prej kétyre funksioneve jané
té vijueshme pér x = a, ndérsa cili éshté vlera kufitare e funksionit te pika nése ekziston.

4 “y

4 “y

4 ‘!i'y

Zgjidhje:
fla)=1,
lim f(x)=1, lim f(x)=2
Nuk ekziston vleré kufitare,

fix) éshté i pavijueshém pér
X=a

fla)=1,

lim f(x)=1, lim f(x)=1
Ekziston vleré kufitare
lim f(x)=1,

flx) éshté i vijueshém pér
xX=a

fla)=2,
lim f(x)=1, Im /(x) =1

Ekziston vleré kufitare
lim f(x)=1,

flx) éshté i pavijueshém pér
xX=a




Detyra pér ushtrime:
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1. Vérteto vijueshmériné e funksioneve te fusha e dhéné:

x2+21 pérx e R

a)f(x)=x N

Prej anés sé djathté éshté paragitur
grafiku i funksionit.

b) f(x)=ﬁ pér x € R\ {11,

Prej anés sé djathté éshté paragitur
grafiku i funksionit.

2, x<0
2x+1, x>0

a) f(X)={

()]
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2%, —4<x<l1 x+2, x<-—1
b) f(x)=1 1, x=1 ¢ f(x)=y1-x", —1<x<2
—x+1, 1<x<4 x> =17, x>2

lly lly

3 3

3. llogaria mujore e rrymés né amviséri né gytetin e dhéné éshté dhéné me funksionin

180, 0<x<2

f(x)={180+23(x—2), X2

Té shqyrtohet vijueshmeéria e funksionit f(x).

4. A mund té caktohet numri real a ashtu gé funksioni f(x) =
vijueshém?

x+1, x<1
te jete |

3—ax®, x>1

e o bx+1, x<2
5. Eshté dhéné funksioni f(x) = .
b—x, x=2
Gjeje vlerén e parametrit b, ashtu gé funksioni éshté i vijueshém pér té gjithé numrat realé.

1—cx+dx?, x<-1
6. Eshté dhéné funksioni f(x)=1 x*+x, —l<x<2.
ex’+dx + 4, x>2

Gjeji vlerat e parametrave ¢ dhe d, ashtu gé funksioni f(x) éshté i vijueshém né intervalin
(—oo,oo). Konstrukto grafikun né Geogebér pér té vértetuar rezltatin tuaj.
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3. ASIMPTOTAT E LAKORES

Né lidhje té ngushté me konceptin vlera kufitare e funksionit éshté koncepti asimptota té
lakores.

. 2
Shembulli 1. Eshté vizatuar grafiku i funksionit f(x) :—xl. Cka mund té vérejsh pér sjelljen
x_

e funksionit kur grafiku afrohet kah drejtézat x = 1 dhe y = 2?

I
Bhy |
I
5{x=11
I
I
4 1
I
I
3 I
- I

.y_ _2 ________ G f - - -

I
I
2 1 1
flz) = = 1 I

€Ir — 1 ).S__

4 3 2 o :| 2 3 a 5 6
-1 !
I
I

Prej vizatimi pér vlerén x = 1 mund té vérejmé kéto veti:

Kur argument x tenton kah 1 népérmjet vargut té vlerave té cilat jané mé té médha se 1, ash-
tuqé x, > x, > x; >.., ndérsa vargtu pérkatés prej pikave 4, (x,, y,), 4,(x,,»,), 4,(x;,»;),...aQ mé
shumé afrohet deri te drejtéza x = 1, ndérsa vargu pérkatés prej vlerave té funksionit y,,3,, ys,...
pafundésisht rritet, d.m.th., tenton kah+oo, pra kemi se argumenti x afrohet prej té djathtés kah
1, grafiku i funksionit afrohet deri te drejtéza x = 1, ndérsa asnjéheré pa e prek dhe poashtu
lir}} f(x) =+. Ngjashém fitohet edhe pér pjesén prej grafikut té lakores qé éshté majtas prej
a_r)ejt'ézés x =1d.m.th., ,lcl_rfl f(x)=—o0.

Pér drejtézén x = 1 gé e ka kété veti, themi se éshté asimptoté vertikale té funksionit té dhéné
(ajo éshté drejtéz paralele me boshtin y dhe prandaj quhet asimptoté vertikale).

Prej vizatimit pér drejtézn y = 2 mund té vérehen kéto veti:

Kur argumenti x pranon vlera té€ médha x - +oo, grafiku i funksionit afrohet kah drejtéza
y =2 prej anés sé sipérme po asnjéheré pa e prekur. Kjo do té thoté se limﬁ: 2. Ngjashém,

2x x—»oox_l
fitohet edhe kur x>—, d.m.th., lim—1 =2,
X+wx_

Pér drejtézén y = 2 themi se éshté asimptoté horizontale. Ajo éshté paralele me boshtin x.

Té fusim pérkufizimin pér asimptoté.
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Pérkufizimi 1. Grafiku i funksionit y = f(x) le té keté “degé” pikat e té cilés jané largua
deri né pakufi. Nése largesa d(x) prej pikés sé ndryshueshme M (x, /(x)), prej grafikut té
funksionit deri te drejtéza e caktuar p tenton kah zero kur pika M pafundésisht largohet
prej fillimit té koordinatave, d.m.th., limd(x) =0 atéheré pér drejtézén p themi se éshté
asimptoté e lakores y = f(x). o

Varésisht prej pozités sé drejtézés p te sistemi
koordinativ, asimptota mund té jeté:

horizontale — nése drejtéza p éshté paralele me
boshtin x

vertikale —nése drejtéza p éshté paralele me bosh-
tiny

e pjerrét — nése drejtéza p nuk éshté paralele me

N
<

asnjérén prej boshteve koordinative.

Pérkufizimi 2. Le té jeté dhéné funksioni y = f(x) i pérkufizuar né bashkésiné D, = (a,+),
(ose D, =(—o0,a)). Nése éshté i plotésuar kushti lim f(x) =0 (ose lim f(x)=b), atéheré
drejtéza y = b éshté asimptoté horizontale pér funksionin y = f{x).

Disa pozita té mundshme té grafikut té funksionit né lidhje me asimptotat horizontale:

liy al
3 3
21 2
———————————— 0 1
X -
A 3 o | 1 3 3 4 3 2 1 ] 2 3 4

Afrimi i grafikut té funksionit té cilén asimptota horizontale mund té jeté prej anés sé sipér-
me ose té poshtme té asimptotés.

Pér ta caktuar prej ku éshté afrimi i funksionit y = f(x) kah asimptota horizontale y = b, e ca-
ktojmé shenjén e ndryshimit f(x)—b,varésisht prej argumentit x.
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Nése f(x)—b >0, (kurx tenton kah o), atéheré grafiku éshté mbi asimptotén horizontale,

Nése f(x)—b <0, (kur x tenton kah *), atéheré grafiku &shté nén asimptotén horizontale.

Pérkufizimi 3. Le té jeté dhéné funksioniy = f{x) i pérkufizuar né rrethinén e pikés a, pérveg
te pika a. Nése éshté plotésuar ndonjéri prej kushteve lim f(x) =0 ose lim f(x) =00,

atéheré drejtéza x = g éshté asimptoté vertikale pér funksionin y = f{x).

Disa pozita t&é mundshme té grafikut té funksionit né lidhje me asimptotat vertikale:

A A

I I [
¥ I Y
I 3] [
31 I I [
| | I
| | 2 |
2 1 | | |
I I [
I I 11 [
1_
I I [
I I i
I X - - ; ;
- -1 0 | 2 3 3 2 :' 2 3
. I
-1 I |
| I
I
[
_2_ | I
: I
-3 : [
[
I 1

Varésisht prej zgjidhjes qé fitohet +o0 ose —oo caktohet afrimi i funksionit deri te asimptota.

Nése zgjidhja éshté +oo, atéheré funksioni afrohet prej anés sé sipérme dhe até prej té djath-
tés nése x —>a " ose prej té majtés nése x >a .

Nése zgjidhja éshté +oo, atéheré funksioni afrohet prej anés sé poshtme dhe até prej té djath-
tés nése x —>a" ose prej té majtés nése x —>a .

Pérkufizimi 4. Nése drejtéza y = kx + n, k # 0 éshté asimptoté e pjerrét pér funksionin y = f{x),

atéheré numrat k dhe n jané caktuar me formulat £ = lim Sx) dhe 7 = lim (f(x)—kx).
X—>t 00 X X—»t o

Disa pozita t&é mundshme té grafikut té funksionit né lidhje me asimptotén e pjerrét:
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>

Afrimi i grafikut té funksionit kah asimptota e pjerrét mund té jeté ana e sipérme ose e posht-

me e asimptotés.

Pér ta caktuar prej ku éshté afrimi i funksionit y = f(x) kah asimptota e pjerrét y =kx+n, e
cakton shenjén e ndryshimit f(x) — (kx + n), varésisht prej argumentit x.

Nése f(x)—(kx+n) > 0, (kurx tenton kah +o0), atéheré grafiku éshté mbi asimptotén e pjerrét,

Nése f(x)— (kx+n) <0, (kurx tenton kah ), atéheré grafiku éshté nén asimptotén e pjerrét

+1
Shembulli 2. Té caktohen asimptotat pér funksionin f(x) :x—l.
x_

Zgjidhje: D, = R\{1} d.m.th., funksioni &sht& pérkufizuar né intervalin (—og1) (1, +co).

1) Vlera kritike éshté x = 1, né té cilén funksioni mund té keté asimptoté vertikale.

. o x+1
Té njehsojmé lim =
=l x—1

Vlerén kufitare té majté do ta gjejmé nése fusim zévendésimin x=1—4, ku 2> 0 dhe
h —0. Kemi:

. 1=-h+1 . 2-h
=1i =lim——=
0 1—h—1 0 —}

—Qo0

o x+]
Té njehsojmé lim—— =
1 x—1
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Vlerén kufitare té djathté do ta gjejmé nése fusim zévendésimin x =1+#4, ku 2> 0 dhe
h —0. Kemi:

. 1+h+1 0 24h
=lim =1lim =
01+ h—-1 -0 h

400

Pasi pér zgjidhje kemi *o0, vijon, asimptota vertikale éshté drejtéza x = —1, ku grafiku prej
té djathtés afrohet prej anés sé sipérme, ndérsa prej té€ majtés prej anés sé poshtme.

Pasi pér zgjidhje kemi 1, vijon se drejtéza y = 1 &shté asimptoté horizontale.
Se si sillet grafiku i funksionit né lidhje me asimptotén horizontale?

E njehsojmé ndryshimin:

x+1_1_:x+1—(x—1)_ 2

S(x)-y=

x—1 x—1 x—1
E caktojmé shenjén e tij né lidhje me argumentin x.

<0

2
Pasi —1> 0 pér x > 1, vijon lakorja éshté mbi asimptotén pér x > 1, ndérsa pasi "
x— x—

pér x < 1, vijon lakorja éshté nén asimptotén x < 1.

X_H x(1+—j

3) fim 22 = fi =L o i 2L gy L g
xX—>to0 X X—>to0 X x—)ioox —-X x—to0 x2 (l_lj
X

Pasi k = 0, vijon funksioni nuk ka asimptoté té pjerrét.

Vérejtje: Nése k = 0 ose k = oo, ose n = o0, atéheré funksioni nuk ka asimptoté té pjerrét.
Nése k = 0 dhe n # too, atéheré fitohet asimptota horizontale y =0x+n d.m.th., y =n.

Pér té vizatuar drejté grafikun e funksioneve éshté mire kur té caktohet asimptota e funksio-
nit té caktohet edhe afrimi i grafikut té funksionit deri te asimptotat.
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+1
Grafikisht té paraqitur asimptotat e funksionit f(x) SRR

517
x=1 I
61 |
|
|
T
|
y=1 21
---------- [ ———
-—_-__‘—_—\ 1 .
8 -6 4 -2 N 12 4 & 8 -
r+1 :
-24 I
r—1 :
41 1
|
|
-G 4 |
|
-8 1
2
Shembulli 3. Té caktohen asimptotat pér funksionin f(x) = szl-"?’
X+

Zgjidhje: D, =R\ {— 1} d.m.th., funksioni éshté pérkufizuar né intevalin (— 00, — l)u (— 1,+ oo)
1) Vlerat kritike ku funksioni nuk éshté pérkufizuar éshté x = —1, pra drejtéza me barazimin
x = —1 éshté kandidat i mundshém pér asimptoté vertikale. Kon trollojmé:
. X +2x+3
lim ——=
- x+1

(Vlerén kufitare té majté do ta gjejmé, nése e fusim zévendésimin x =—1—#, ku 2> 0 dhe

h —0. Kemi
2 1 2
:lim( 1-h)" +2(-1 h)+3:lim2+h o
h=0 -1-h+1 h=0  —h
X 42x+3
lim ———=
-t x 41

(Vlerén kufitare té djathté do ta gjejmé, nése e fusim zévendésimin x = -1+ A, ku 2 > 0 dhe
h —0. Kemi
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_ 2 _ 2
:lim( 1+h)" +2( 1+h)+3:1im2+h _
h—0 -1+h+1 =0 h

+00

Vijon, asimptota vertikale éshté drejtéz x = —1, ku grafiku prej té djathtés afrohet prej anés sé
sipérme, ndérsa prej té majtés prej poshté.

Funksioni nuk ka asimptoté horizontale.

2 2 3
oo X" +2x+3 s xz(1+_+_zj
3) limE2 = fim—2t L i 22 iy -,
x—¥0  y X—%¥00 X X—¥00 X +x X—¥00 2[ ]_
x| 1+—
X

Funksioni ka asimptoté té pjerrét me koeficient &k = 1.

2 5 o
lim(f(x)—kx):lim[ﬂ_xj:hmx +2x+3-x"—x _

X—*o0 X—>too x+1 X—>to0 x+1

E gjetém edhe koeficientin e dyté n = 1.

Kemi, drejtézén y = x + 1 éshté asimptota e pjerrét.

Se si sillet grafiku i funksionit né lidhje me asimptotén e pjerrét?
E njehsojmé ndryshimin:

_ x2+2x+3_(x+1):x2+2x+3—(x+1)2 2

x+1 x+1 _x+1

S(x)—y

E caktojmé shenjén e tij né lidhje me argumentin x.

2
> 0 dhe x > —1, vijon lakorja éshté mbi asimptotén pér x > —1, ndérsa pasi——< 0
x+1 x+1
pér x < —, vijon lakorja éshté nén asimptotén.

Pasi
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Grafikisht té paragitur asimptotat e funksionit
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Detyra pér ushtrime:

Detyra: Gjeji asimptotat té kétyre funksioneve:

1) fny =22 2) fx) =22 3) ) ==
X x+4 x—1
2 _1 2
4y S =] 5) f(x)=2-— 6) f(x) =2
x—2 X x —3x+2
7) f(x)=x 414 ) f(¥) = ) /(1) =—
X 4—x x +1
10) f(x) == +22 1) 9= 31 12) f(x)=x-¢™
X
13) f(1)=2"' -2 14) f(x)=—— 15) /() =—

2
- X
1+e*
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4. KUFIRI | FUNKSIONEVE ELEMENTARE. ASIMPTOTAT E GRAFIKEVE TE FUNKSIONEVE
ELEMENTARE

Te njésia modulare paraprake u pérkujtuam pér funksionet elementare. Né kété pjesé do
té shqyrtojmé grafikét dhe do té caktojmé vlerén kufitare dhe asimptotat e disa funksioneve
elementare.

Sé pari do té shqyrtojmé karakteristikat e funksioneve polinomale, lineare dhe katrore.
Funksioni linear

Funksioni f(x) = ax+b quhet funksion linear. Fusha e pérkufizimit éshté bashkésia e numra-
verealé d.m.th. D, =R

Eshté dhéné shembull pér funksionin linear me koeficient a dhe b té cilét te apletii dhéné né
Geogebér jané vlerat prej rréshqitésve a dhe b.

» Dritare algjebrike ) Sipérfagja pér té vizatuar g | X
® a=2 y a=2

® b=-1 31 @

@ flx) =2x—1 b=-1

® A=(05,0) ®

® B=(0,1) 24

https://www.geogebra.org/m/d3uumybd

T’i zhvendosim vlerat e rréshqitésve dhe té vérejmé. Cka vlen pér funksionet lineare?

Nése a > 0 atéheré lim (ax + b) =+ dhe liry (ax + b) = —oo. Funksioni nuk ka asimptota.

X+

Nése a <0 atéheré lim (ax +b) = —oo dhe lim (ax + b) = +oo. Funksioni nuk ka asimptota.

X—>+00

Shembulli 1. Grafikisht té paraqitur funksionet:

a) f(x)=2x-1 b) g(x):—%x+2

Té caktohet vlera kufitare dhe asimptotat.
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Zgjidhje:

a) f(x)=2x-1
lim f(x)=lim(2x—1) =+
lim f(x)=1lim(2x—-1)=—0

Funksionet nuk kané asimptota. lim g(x) = lim[—lx+2] = 400
X0 X0 2

A
e

3

<

Funksioni katror

Funksioni f(x) = ax” +bx +c, a # 0 quhet funksion katror. Fusha e pérkufizimit éshté bashké-
sia e numrave realé d.m.th., Df =R

Eshté dhéné shembull té funksionit katror me koeficientét a, b dhe ¢, té cilét te apletii dhéné
né Geogebér jané vlerat prej rréshgitésve pér a, b dhe c.

» Dritare algjebrike X | » Sipérfaqja pér té vizatuar X
@® a=- a=-1
® b=1 ° ¢ b=1
@ c=2 @
® fx) = 12 +1x+2 ¢ c=2
® T=(05,2.25) 5 @
® A=(1,0) T
® B=(2,0)
2
®c=(0,2 /
1
e -4 -3 -2 1 o 1 3 4 5 6
-1
f 2

ps://www.geogebra.org/m/pgciinhj
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T’i zhvendosim vlerat te rréshqitésit dhe té vérejmé. Cka vlen pér funksionin katror?

Nése a >0 atéheré lim (ax’ +bx+c) =+ dhe lim(ax’ +bx +¢) = +o0. Funksioni nuk ka
X—>+00 X—>—0
asimptota. -

Nése a <0 atéheré lim(ax’ +bx+c)=-o dhe lim (ax® +bx+c) = —oo. Funksioni nuk ka
X—>+00 X—>=0
asimptota. -

Shembulli 2. Grafikisht jané paraqitur funksionet:

a) f(x)=x"+2x-1 b) g(x)=-2x"—x+3

Té caktohet vlera kufitare te pikat e pafundshme dhe asimptotat e mundshme.

Zgjidhje:
a) f(x)=x"+2x-1 b) g(x)=-2x"—x+3
lim f(x) = lim (x* +2x~1) = +o0 lim g(x) = lim (—2x" —x+3) = —0
lim f(x) = lim (x* +2x~1) = +o0 lim g(x) = lim (2" —x+3) =0

Funksionet nuk kané asimptota.

by

flz)\= 2420 — 13

"'X
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Funksioni i fuqisé

Do ta shqgyrtojmé funksionin fugi me eksponent -1 dhe %.

Shembulli 3. Funksioni f(x)=x"' = l quhet funksion fugi me eksponent numeér i ploté. Fusha
e pérkufizimit éshté D, = R\ {0}.
Té caktohet vlera kufitare pér disa vlera karakteristike dhe t’i caktojmé asimptotat.

Zgjidhje: Le té jeté dhéné funksioni f(x) :l dhe D, = R\{0}. T’i caktojmé kéto vlera
ekstreme: *

lim £(x)= lim =0

X—>+00 X—>+00 x

lim £ (x) = lim oo

X—>—00 X

lim l =lim !

=—lim—=—oo, x
x—=0" x =0 0)—=h =0 h : -2 A x
(fusim zévendésim x =0—4, h >0 dhe 7 —0)
1 1
lim —=lim =1lim— = +o0,

x—>0" x =0 0+ h =0

(fusim zévendésim x=0+4, h>0 dhe h —>0)

Prej dy vlerave kufitare vijon funksioni gé ka asimptoté horizontale y = 0, ndérsa prej vlerés
kufitare té tretés dhe té katér vijon funksioni té keté asimptoté vertikale x = 0.

1
Shembulli 4. Funksioni f(x) = x? =\/;, quhet funksion fugi me eksponent numeér racional.

Fusha e pérkufizimit éshté Df = [0, +OO).
Té caktojmé vlerat kufitare pér disa vlera karakteristike dhe té caktojmé asimptotat.

Zgjidhje: Le té jeté dhéné funksioni f(x)= Jx dhe D, :[0,+OO). T’i caktojmé kéto vlera
kufitare:
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lim f(x) = lim Vx =+

lim f(x) nuk mund té caktohet.

lim x = lim 0+ & =£inolﬁzo,

x—0" h—0

(fusim zévendésim x=0+4, h>0dhe h—0)

Funksioni nuk ka asimptota. 2

Funksioni eksponencial

Funksioni f(x) =a" pér a # 1,a > 0 quhet funksion eksponencial. Fusha e pérkufizimit éshté
D, =R
f .

Shembulli 5. Funksioni f(x) =27, &shté funksion eksponencial. Fusha e pérkufizimit éshté
D, =R
S :

Té caktojmé vlerat kufitare pér disa vlera karakteristike dhe té caktojmé asimptotat.

Zgjidhje: Le té jeté dhéné funksioni f(x) =2"dhe D, = R. T'i caktojmé kéto vlera kufitare:

lim £(x) = lim 2° = 400 by
3 4
I
I —lim2 =2 =—=0
erEloof(X) xl)rgo 2°° 2

Funksioni ka asimptoté horizontale y = 0, ndérsa vetém prej anés sé majté kur x—>—oo.
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Funksioni logaritmik

Funksioni y=log, x, a >0, a#1 quhet funksion logaritmik. Fusha e pérkufizimit éshté
D, =(0,+00).

Shembulli 6. Funksioni g(x) =lg x, éshté funksion logaritmik karakteristik me bazé 10. Fusha
e pérkufizimit éshté D, = (0,+o).

Té caktojmé vlerat kufitare pér disa vlera karakteristike dhe t’i caktojmé asimptotat.

Zgjidhje: Le té jeté dhéné funksioni g(x) =Igx dhe D, =(0,+0). T'i caktojmé kéto vlera
kufitare:

by
limg(x) = lim 1g x = +o0
X—>+00 X—>+00 21
lim g(x) nuk mund t& caktohet. '

//,’;(—

limlgx= £1n3 lg(0+h) = %lm& lg(h) =—o0 2 o /1 53 4
x—0" - -

=14
(fusim zévendésim x=0+%4, 7 >0 dhe
h—0) -2

N glz) = log(z)

Funksioni ka asimptoté vertikale x = 0, ndérsa vetém prej anés sé djathté té drejtézés.
Detyra pér ushtrime:

1. Té caktohen asimptotat e funksioneve té dhéna me grafikét e tyre.
c)

g

Sy

2. Té caktohen asimptotat e funksioneve
a) f(x) =—3x+% b) f(x)=4x+5 ¢) f(x)=x>=5x+6 ¢) f(x)=—x"+3x dh)f(x)zi3
X

e) f(x)=3/; f) f(x)=Inx g f(x)==Ilgx i) f(x)=e* h) f(x)=3"
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5. VLERA KUFITARE SPECIALE

Te kjo njési modulare do té caktojmé vlerat kufitare té disa funksioneve té cilat do t’i zbatoj-
mé gjaté njehsimit té vlerés kufitare té funksioneve té tjera.

sin x

Ta shqyrtojmé funksionin f(x) = . Fusha e pérkufizimit éshté D, = R\ {0} pra funksioni
. A

nuk éshté pérkufizuar pér x = 0. Grafikisht i paraqitur funksioni éshté:

by

Té caktojmé cilat jané vlerat gé i pranpn funksioni nése vlerat e argumentit afrohen kah 0
népérmjet vargut prej numrave pozitiv. Ta paragesim tabelarisht

X 1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001
f(x) 0.84147 0.99833 0.99998 0.99999 0.99999 0.99999

Kemi se, nése vlerat e argumentit afrohen deri te 0, atéheré vlerat e funksionit afrohen kah 1.

sin x

Funksioni f(x)= éshté ¢ift, ndérsa mund té pérfundojmé edhe se, nése vlerat e argu-

mentit afrohen kah 0 prej té majtés, atéheré edhe vlera e funksionit afrohet kah 1.

Vértetohet se pér ¢do varg(x,), x, # 0dhen € N, qé konvergjon kah 0, vargu pérkatés (_sm(xn)J
konvergjon kah 1. *

Atéheré, shkruajmé vlerén kufitare:
. sinx
lim
x>0 x




VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Shembulli 1. T’i caktojmé vlerat kufitare:

. sindx
a) lim
x—0 X
. sin4 . sindx 4 in 4
Zgjidhje: lim o — jim 20 2 g 2T 44
x—0 X x—0 X 4 x—0 4x
b) lim 12
-0 s1n 3x
sin2x sin2x 2 sin2x
. sin2x . . 52 21 2
Zgjidhje:thl_n x=hm L im—=X 2=—hm '2x —Z.__Z
0gin3x 0 sin3x x>0 sin3x 3 3x>08in3x 31 3
X x 3 3x
o) lim sin x —5x
=0 SInx
. sinx—5 ) i 5 ) 1
Zgjidhje:hmsm?c—x:hm[s%nx— 'x J =lim| 1-5— =
=0 sinx 0\ s;Inx sSinx x>0 Sin x
X
) 1 1
=liml1-5- - =1-5-—=1-5=-4
x>0 limsmx 1
x—0 X
Shembulli 2. T’i caktojmé vlerat kufitare:
2) lim X
x—0 X
sin x
t i i 1
Zgjidhje: lim 22 = [im L9 — jjy 200 _ iy 30X ©
x—0 X x—0 X x—0 XCOSX x—0 X COS X
.Sl ) 1 . sl 1 1
—1im 22 jim T - =1--=1
=0 x x0cosx 0 x limcosx 1

x—0
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. 1-cos2
b) hm$

x—0 X

. .2 . 2
Zgijidhje: lim- C"fz" =1im23“2 al :2lim(smxj —2.12=2
x—0 X x—0 X x—0 X

. tghs
c) lim g al

=0 s1n x

sin Sx
sin 5x

cere. .. tgSx . .
Zgjidhje: lim g =lim °955x =lim———=
-=>0ginx >0 sinx 0 cosSx-sinx

sin5x sin5x 5 . sinSx
— lim 1
. . x—0
=lim X _im—X S _5. X _5._- _5
x>0 COSSx-sinx x>0 sin x . . sinx 1-1
e —— coSS5x - —— limcos5x-lim
X X x—0 x—0 X

Vérejtje: Vlen edhe kjo vleré kufitare lim—
x>0 81n x

=1, pasi

. X . 1 1
lIim——=lim——=-=1,
=0 §1n X x—0 SIN X 1

X

X

1
Ta shqyrtojmé funksionin f(x) = ( 1 +—J . Grafikisht funksioni éshté paragitur:
X

74y

\is
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Na intereson vallé ky funksion ka kufi iur x tenton kah co. Té caktojmé cilat vlera qé i pranon
funksioni nése vlerat e argumentit jané vargu prej numrave natyroré gé né pafundési rritet.

X 1 10 100 1000 10000 100000

S (x) 2 2.5937 2.7048 2.7169 2.7181 2.7183

Kemi se, nése vlerat e argumentit afrohen kah oo, atéheré vlerat e funksionit afrohen kah e.

Vértetohet se pér ¢do varg (x,), x, # 0 dhe n € N, qé konvergjon kah o, vargu pérkatés

1"
(1+—] konvergjon kah e.

n

Atéheré, e shkruajmé vlerén kufitare:

lim(lJrlJ =e
X—>0 x

: 1"
Vérejtje: Nése te formula hm(1+—J = e zévendésojmé l =t, atéheré prej liml =0, vijon
0 X

X—>0 X . X X

t > 0 dhe mund té shkruajmé formulén 1in01(1+t)7 =e. Nése pérséri zévendésojmé vetém pér
>
1
ndryshoren me x, e kemi formulén lim (1+x)x =e.

x—0

Shembulli 3. T’i caktojmé vlerat kufitare:

1 2x
a)lim| 1+—
X—>0 2x

2x
Zgjidhje: lim[ 1+ Lj =e

X—»0

1 2x-2
b) lim| 1+
%0 4x+1
1 2x-2
Zgjidhje: lim| 1+ =lim| 1+
x>0 4x+1 x>0 4x+1

Ax+l | 4y lim 2x-2 l
— en%4x+1 =e?

1
4x+1 -(2x-2
)( x+)4x+l( *2)
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zgjidhje: lim| 252 | =tim[ 14552 1) cpim[ 10552253 12 =
X—0 x_3 X—0 x_3 X—0 x_3 X—0 x_3

=lim| 1+ 13 =| lim| 1+ ! =3 =

X—>0 X — X—>0 X —

Shembulli 4. Té vértetojmé se lim a =lnadhea>0, a=1.

x—0 X
In(1+1¢
Zgjidhje: Nése fusim zévendésimin a* —1=¢ dhe a* =1+¢ atéheré x :n(_) vijon edhe
t > 0. Me zévendésimin te shprehja kemi: Ina
Loa -1 . t ) Ina . Ina Ina Ina
lim =lim =lim =lim = = =lIna
=0 x -0 In(l1+7) L lne 1

t—0 1 1 (1 n l‘) t—0 -
—n t
-~ p In(1+17)

Detyra pér ushtrime:

1. Té caktohen kéto vlera kufitare:

2) lim S04 b) lim—~
0 .sin 7x =0 tgx

2. Té caktohen kéto vlera kufitare:

xsin2x

a) lim

b) lim (tgax-ctgbx
=01 —cosx x—)O( g g )

3. Té caktohen kéto vlera kufitare:

1 x—1 1 —3x+2
a) lim(1+—j b) lim(l+—j
X—>0 X X—>0 X

4. Té caktohen kéto vlera kufitare:

x+2 x+3
a) lim(l—ij b) lim| X3
X—o 3x X—>00 X—l
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DETYRA PER PERSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK:

1. Cakto kéto vlera kufitare:

Sx-7
a) li 3 _5x+7 b) lim
) lim(x" ~5x+7) ) lim

2. Gjeje kufirin e majté dhe té djathté té funksionit:

a) f() =" ne x =1 b) £(x) =% ne x, =-3
x—1 x+3
. w0
3. Cakto vlerat kufitare (té llojit 6):
2 2 2
- - . -5x+6
a) lim > 3% b) lim ¥ —3¥*2 o limX——>¥*6
x—3 x2_9 x—2 x—2 x—3 3x—-9
x'-16 Jxrd-2
¢) Im—— d) Iim—F—— dh) lim
x—2 2x +4x 16 x~>01 [1 X x—0 X
. x-=2 . x4l ) \3/1+x—\/ —
e) lim——— f) lim — g) lim
x—2 1_ x_l x—>-1 x4+ x x—0

4, Cakto vlerat kufitare (té llojit co — o0):

2 2
a) lim( 4’ 2] b)lm( 1 4 ) ) i [4x+3 12x t7x+5j

o x? =1 x-1 w2\ x+2 x*—4 3x—1 Ox° —1

5. Cakto vlerat kufitare (té llojit 2):
o0

a) lim —2 —Txt4 b) fim LF2x =% 0 lim Y =3x+2
x>0 3x° 4 3x% — x>e X749 =0 3?2 L4y —1

6. Cakto vlerat kufitare té funksioneve duke shfrytézuar vierat kufitare speciale:

. sinx . . 1Y L
lim =1 lim——=1 11m(1+—} =e 11m(1+x)x =e
x=>0  x x=>0 81N X X—0 X x—=0
. 2 .
. sin2x
a) lim St X b) lim sin7x c) lim
-0 3x° =0 sin 4x =0 tg Sy
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. . _1 . x+2
o) lim 3 —D d) lim—> dh) lim| 142

=l x" =1 x>0 tg D x x> x

o (2x—-1Y) . L . .
) 121;(2“3) f) fmd+20) 8l =)
7. Vérteto vijueshmériné e funksioneve:
1 x* =1
a) f(x)= néx=3 b =—— te fusha e tij e pérkufizitmit,
) f(x) s ) f(x) 3 3212 iep

c) f(x)= % te fusha e tij e pérkufizitmit.

8. Gjeji pikat e pavijimit té funksionit

1
A —r;

a) Né cilat pika éshté pika e pavijimit té funksionit,
b) Gjeji intervalet e vijueshmérisé,

c) Shqyrto ndryshimin e vlerés sé funksionit prej té majtés nga e djathta te pikat te té cilat
funksioni éshté i pavijueshém,

¢) Prej sa degéve pérbéhet grafiku i funksionit?
Pér zgjidhje mé té lehté té detyrés, mund sé pari té vizatosh grafikun né Geogebér.

9. Gjeji asimptotat e ktyre funksioneve:
2

2) ()= b) /()=
2 2y —
) f(x)=2xx2 1 ) =

10. Né posté pranohen paketa deri né 4 kilogram peshé. Shérbimet postale pér paketén njehsohet
sipas késaj tabele:

Masa m né kilogram Taksa postare né denaré
O<m<l1 100
I<m<2 120
2<m<3 140

3<m<4 180




VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Né kété ményré shérbimet postare té dhéna éshté funksion prej peshés.
Ta shénojmé funksionin me f, d.m.th. P = f(m).

a) Cakto £(0,75),/ (1) dhe f(3,5)

b) Cakto £(5)

c) Cila éshté fusha e pérkufizimit té funksionit?

¢) Skico grafikun e funksionit.

d) Vallé funksioni ka pika té pavijimit?

2, x<0
11. Té shqyrtohet vijueshméria e funksionit f(x) = .
x+2, x=0

Skico grafikun e funksionit.

(x-17, 0<x<l1
12. Té shqyrtohet vijueshméria e funksionit f (x) = 1 x=1
x+1, 1<x<4

Skico grafikun e funksionit.

ax*+1, x>0

13. A mund té caktohet numri real a ashtu qé funksioni f(x) ={ <0
—X, x <

té jeté i vijueshém?
1

14. Eshté dhéné funksioni f(x)=1¢ “» X#0
a, x=0

Gjeje vlerén e parametrit a, ashtu gé funksioni éshté i vijueshém pér té gjithé numrat realé.

3x—x* -4, ‘x|22

15. Eshté dhéné funksioni f(x)= :
ax, ‘x| <2

Gjeje vlerén e parametrit a, ashtu gé funksioni éshté i vijueshém pér té gjithé numrat realé.

Konstrukto grafikun né Geogebér pér té vértetuar rezultatin tuaj.
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Né kété njési modulare do té mésohen:

Pérkufizimi i derivatit té funksionit te pika

Interpretimi gjeometrik i derivatit

Caktimi i derivatit sipas pérkufizimit

Derivatet tabelare prej funksioneve elementare themelore

Derivati prej shumés, ndryshimit, prodhimit dhe herésit

Koncepti pér funksion té pérbéré

Derivati prej funksionit té pérbéré

Derivat logaritmik

Zbatimi i derivatit pér caktimin e barazimit té tangjentés dhe normales
Zbatimi i derivatit né fiziké

Zbatimi i derivatit pér shqyrtimin e vijimit dhe grafikut té funksionit

Zbatimi i derivatit pér zgjidhjen e problemeve prej ekstremeve
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DERIVATI | FUNKSIONIT

1. PERKUFIZIMI | DERIVATIT TE FUNKSIONIT TE PIKA

Funksioni y = f(x) le té jeté pércaktuar né D, dhe le té jeté x, € D, Pér ndryshimin e dhéné
Ax té argumentit x, e formojmé ndryshimin Ay = f(x, + Ax) — f(x,) dhe e quajmé rritje té fun-
ksionit y = f{x).

Né vizatim éshté paragqitur rritja e argumentit Ax i rritjes sé funksionit Ay.

Shembulli 1. Cakto rritjen e funksionit f(x) = 2x" né pikén x, = 1, nése Ax =0, 2.

Zgjidhje: Prej Ax = 0,2 dhe X, =1, mund té njehsojmé:
Ay = f(x,+Ax)— f(x,)= f(1+0,2)— f(1)=2-1,2*-2-1> = 0,88

Pérkufizim: Nése ekziston vleré kufitare prej herésit té rritjes sé funksionit dhe argumentit
. A . . I

kur rritja e argumentit tenton kah 0, d.m.th., gn%—y atéheré ajo quhet derivatek i funksionit
-0 Ax

¥y = f(x) né pikén x = 0 dhe shénohet me y'ose [ '(x,).

Shénimi:f'(xo) =l}1{1’1})%=£n}] f(xo +AZi_f(xo) .

A
Herisi Ey e paraget shpejtésiné mesatare té ndryshimit té funksionit y = f(x) kur x, do té

ndryshon pér Ax.
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Operacioni me té cilin gjendet derivatiu f '(x)ifunksionit f(x) quhet diferencimi i funksionit /(x).

Vérejtje: Prej fizikés, derivati e paraget shpejtésiné momentale té funksionit né rrugén
¥ = f(x) né kohén (pika) x,.

Pér shkak té shénimit té thjeshté, né vend té ¢farédo piké me abshisén x, do ta shénojmé ve-
tém me x.

Shembulli 2. Té gjendet derivati i funksionit f(x) = x” né ¢farédo piké x, ndérsa pastaj cakto
derivatin né pikén me abshisé x = 1.

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate vijon,

£ = tim 2 i LEHA) S Q) Cer A o

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2 2 2 2
e X A2A (A -t L 2xAvd (A AYQatAY) A (2x+Ax) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 y

= lim (2x+Ax) = 2x+0=2x, d.m.th,,

[()=(x")"=2x.
Pérx =1, kemi f'1)=2-1=2.

Grafikisht t’i paragesim funksionet:

Flz) = 22 Ay Grafiku i funksionit f(x) = x* éshté dhéné
\ °] me ngjyré té gjelbér.
4 Derivati i funksionit f'(x) = 2x éshté me
3 ngjyré té kuqe.
2] B/= (1, 2) Pérx =1, kemi f'(1) = 2. Pika B(1,2)
. shtrihet te normalja e térhequr te pika 4
1 B (1,1) e funksionit.
X
a2 - o2 3 4 5 y(B) éshté vlera e derivatit té paré te pika
flx)=2z/f11 me abshisé x(4).
_2_

Cka paragesin grafikisht pikat prej derivatit té funksionit?

Né ményré plotésuese do té shqyrtojmé mé poshté.
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Shembulli 3. Té gjendet derivati sipas pérkufizimit t& f(x) = 2x” né ¢farédo piké me abshisé

x=1.

Zgjidhje: Prej pérkufizimit té derivatit vijon,

f'(x)= lim&: lim S(x+Ax) - f(x) = lim 2(X+Ax)2 -2x° _

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0

2 2 2 2
~lim 2x" +4xAx+2(Ax)" —2x im 4xAx +2(Ax) Mim Ax(4x+2Ax) _

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

i K (4x +2Ax%)

Ax—0 M
f'(x)=(2x%)" =4x.

= grr})(4x+ 2Ax) =4x+0=4x,d.m.th,,

Pérx=1,kemi f'(1)=4-1=4

Shembulli 4. Té gjendet derivati i funksionit f(x) = x* né cfarédo piké x, ndérsa pastaj cakto
derivatin né pikén me abshisé x = —1.

Zgjidhje: Prej pérkufizimit té derivatit vijon,

) = lim 2 = fjm O AV S o (A0

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
_ i x* +4x°Ax +6x7 (Ax)” +4x(Ax)’ + (Ax) —x*
i 4x° Ax + 6x° (Ax)” + 4x(Ax)’ + (Ax)* i Ax(4x’ + 6x°Ax + 4x(Ax)” + (Ax)’) 3
= st Ax = Ax B
i K (4 +6x7Ax +4x(Ax)” +(Ax)*)
B Ax—0 M B
= gn}](4x3 +6X°Ax +4x(Ax)* +(Ax)’ ) =4x’ +0+0+0=4x", d.m.th.,

[l =(x")'=4x",

Pérx =—1, kemi f'(-1)=4-(-1)’ =4-(-1) =4
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Shembulli 5. Té gjendet derivati i funksionit f(x) = \/; né ¢farédo piké x, ndérsa pastaj cakto
derivatin né pikén me abshisé x = 4.

Zgjidhje: Prej pérkufizimit té derivatit vijon,

@)= tim Y = i SO S@ Jﬁ 5

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0

| LR i lim(mM)z-(ﬁ)zz
i Vv aw s A (T a5

X+Ax—x . Af

= lim = lim

w0 pr(Virr A 44r) 0 a6 (Ve Ax+4x)

1 1 1
= lim = = ,d.m.th.,
50 Jxr Ar+x Nxt04x 20k o
1
(=)=
S=x)'=r
1 1 1
Pérx =4, kemi f'(4)=——=—=—
érx emi f'(4) Ja 22 4

Shembulli 6. Té gjendet derivati i funksionit f'(x) = 1 né ¢farédo piké x, ndérsa x € D, = R\ {0}
pastaj cakto derivatin né pikén me abshisé x = 2. x

Zgjidhje: Prej pérkufizimit té derivatit vijon,

1 1
fv(x):hmg f(x+Ax) f(x)_hm x+ Ax X _
A0 Ax Ax 0 Ax Ax—0 Ax

x—x—Ax
=1mwzhmi=_nmL:
A0 Ax 80 Ax(x 4+ Ax)x A0 AF (x+ Ax)x
1 1 1

~lim -

P

A0 (x + Ax)x (x +0)x X

f'(x)=[—j’=—i2-
X X
1 1

Pérx=2,kemi f'\Q)=——=——
f'2) 7=
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Interpretimi gjeometrik i derivatit

Funksioni i dhéné y = f(x) me grafikun e tij M (x, y) = M (x, f(x)) éshté pika prej funksionit.
Le té jeté M’ pika prej lakores me koordinata M '(x + Ax, f(x + Ax)).

fx+4x) g — = = = = = = I e L e+ D))

]

I
[
I
d o . o

t/ /r X A X+Ax

Kéndi S éshté kéndi gé e formon drejtéza (sekanta) qé kalon népér M dhe M’ me boshtin x,
ndérsa a éshté kéndi gé e formon tangjenta ¢ e lakores sé pikén M me boshtin x.

A _
Prejtgf = By (prej trekéndéshit kénddrejté me hipotenuzén MM ' dhe kéndin S te kulmi M),

fitohet se vlera kufitare éshté

e Ay _
y —E%E—gg})tgﬂ—tga,d.m.th.,

Derivati i funksionit y = f(x) éshté koeficienti i drejtimit (ménjanimit) té tangjentés ¢ té gra-
fikut té funksionit né pikén M.

Pér funksionin y = f(x) qé ka derivate té fundshém né pikén x, themi se éshté diferenciabil
né pikén x. Nése funksioni éshté diferenciabil né ¢do piké x € (a,b) atéheré themi se éshté di-
ferenciabile né intervalin (a,b).

Detyra pér ushtrime:

1. Cakto rritjen e funksionit y = f(x) né pikén x nése rritja e argumentit éshté Ax, né kéto detyra:

a) f(x)=x, x=2 dhe Ax=0.5 b) f(x)=x", x=3 dhe Ax=0.1

¢) f(x)=3/x, x=1dhe Ax=0.01 g)f(x):%,ledhe Ax=0.2
X+
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2. Duke shfrytézuar pérkufizimin e derivatit té funksionit gjeji derivatet e funksionit né ¢farédo
piké x eD/, ndérsa pastaj edhe te pika e dhéné me abshisé x.

a) f(x)=2x+3, pérx=-2 b) f(x)=xl—2 pér x=1
c) f(x)=\/m pér x=3 ¢) f(x)=x" pér x=-1
3. Duke shfrytézuar pérkufizimin e derivatit té funksionit gjeji derivatet e funksionit né ¢farédo
piké x eDf.
a) f()=5x+1, b) £ ==,
O f()=3 +2¢-1, ) o)==

4. Duke shfrytézuar pérkufizimin e derivatit té funksionit gjeji derivatet e funksionit né ¢farédo
piké x eDf, ndérsa pastaj edhe te pika e dhéné me abshisé x

a) f(x)=2" pér x=0
b) f(x)=Inx pér x=e

c) f(x)=1+~x+1 pér x=3
2

1—x?

¢) f(x)=

pér x=0

5. Trego kéto funksione nuk ka derivate té fundshém te pikat e dhéna:
a) f(x)=3x-3 pérx=3 b) f(x)=x8—x" pér x=2
c) f(x)zé/? pér x=0 ¢) S(X)=vx+1 pérx=-1
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2. CAKTIMI | DERIVATIT TE FUNKSIONEVE ELEMENTARE

Né vazhdim do t’i caktojmé derivatet e disa funksioneve elementare, ndérsa pastaj do té nx-
jerrim edhe disa rregulla pér diferencim. Té njéjtat do t’i shfrytézojmé pér njehsimin e derivati-
ve té funksioneve té pérbéra.

Shembulli 1. Té caktohet derivati i funksionit konstant f(x) =C, C = const.

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate vijon

£ = lim Y = i SOOI @) €€ 0,
A—0 Ax  Ax—0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax

Kemi (C)'=0, pér ¢do konstante C € R.

Shembulli 2. Té caktohet derivati i funksionit fugi f(x) = x" pérn e N dhe x e R.
Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate kemi,
£ = lim 22 i LEH A0Sy, (F A 20

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 A_x

n n n nfle n n-2 Ax 2 n Axn n
| 0 x"+ : X + 5 X"T(AX) .+ \ (Ax)" —x
= lim =

Ax—0 Ax

n
x"+nx" Ax+ [ 2} X" (Ax) 4.4+ (Ax)" — X"
= lim

AXL nx"" + [ 121] XA+ (Ax)’”]

= lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Ax—0 Ax

n-1 n n-2 2 n
nx Ax+[2J X" (Ax)” +...+(Ax)
= lim

Ax—0

= lim [ nx""! J{Z] XA+ (Ax)"‘l] =nx"" +0+...+0=nx""

Kemi (x")'=nx""pérn e N dhe x e R.

Duke e shfrytézuar kété formulé mund t’i vértetojmé edhe kéto formula té cilat i fituam pa-
raprakisht se (x)'=1, (xz)' =2x, (x3)' =3x?, (x4)' =4x°....

Tregohet se formula mund té pérdoret jo vetém pér n € N, ndérsa edhe ku treguesi éshté
¢farédo numeér real.
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Duke e shfrytézuar kété formulé mund t’i vértetojmé edhe dy zgjidhjet prej shembullit 5 dhe
shembullit 6 prej njésisé modulare paraprake,

>

(\/;)'—[xE] =%x7 =ﬁ.

Gj () = tex? =

X

Shembulli 3. Duke shfrytézuar formulén pér derivat (x")'=nx"" té caktohet derivati i
funksioneve:

a) f(x)=x5, b) f(x):i2 pér x=0 pér x>0
x

Jx
Zgjidhje:
a) (xs)': 57 =5x"

o) -ep-a -2,

c) (LJ= x_% ,:—l- x_%=— :
\/; 2 2 x3.

Shembulli 4. Ta caktojmé derivatin e funksionit logaritmik f(x)=1log, x pérx eR", a>0,
a#l

1
Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare lin&(l + x); =e¢, vijon

S(x)= limﬂ = lim Jx+ A - f(x) — lim log,(x+Ax)—log, x _

A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
x+Ax Ax
log, log,| 1+ —
. X . X .1 Ax
=lm ————%=lm ———%=1lim—log, | I1+—| =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0 Ax X
s X AL
= lim log,, [1+EJ Y = lim log, (l+ﬁj R
Ax—0 X Ax—0 X
=llimloga 1+ﬂ AX=llogae= ! = !
X Ax0 X X xlog,a xlna

Kemi (log, x)'= pérxeR",a>0,a#l

xlna




DERIVATI | FUNKSIONIT

1

Nése zévendésojmé a = ¢, atéherélog, x = In xdhe In e =1pra do té vlen kjo formulé (ln x) '=
X
Shembulli 5. Ta caktojmé derivatin e funksionit eksponencial f(x)=a"pérx eR,a>0, a#1.

X

a -1

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare linol =Ina, (pér a > 0) vijon:

xX+Ax X
£ = lim 22— i LSEHAD SOy @ —
Ax—0 Ax Ax—0 AX Ax—0 AX'
x Ax X X Ax _ Ax _
e -a _pa@ =) e @b
Ax—0 A_x Ax—0 Ax Ax—0 A.X'

Kemi(ax)‘zaxlnapérx eR,a>0, a1

X

Nése zévendésojmé a = e, atéheré a” =e" dhe Ine =1 pra do té vlen kjo formulé (e")'z e'.

Shembulli 6. Té caktohet derivati i funksionit f(x) =sin x.

sin x

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare lim =1lvijone

-0  x

f'(x)= 1imﬂ= lim S +Ax)— f(x) _ lim sin(x +Ax) —sinx _

A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax
Me zbatimin e formulave trigonometrike sin & —sin f =2 cos d ; p sin d ;’B vijon se
2COsx+Ax+)csin)c+A)c—x 2cos[x+Ax] sing
. 2 . 2 2
= lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax| . Ax
cos| x+—|sin— sin —
= lim 2 2 = limcos| x+°v |- lim— 2 =
A0 & A0 2 Ax—0 g B
2 2

=cos(x+0)-1=cosx

Kemi (sinx)'=cos x.
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Shembulli 7. Té caktohet derivati i funksionit f(x) =cosx

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare ling Sy _ lvijon e
X—> X
. A . - . -
f'(x)=11m—y=11m J(x+Ax) f(x)=11m cos(x+Ax)—cosx _
A0 Ay A0 Ax Ax—0 Ax
. + . -
Me zbatimin e formulave trigonometrike cos & —cos f = —2sin 4 5 p sin d 2 p vijon se
_2Sinx+Ax+xsinx+Ax—x —2sin(x+A2xJ sinAzx
= lim 2 2 _lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sin(x+ij sinAx i
. - sin ——
— _lim 2) 2 =—1imsin{x+ﬂj- lim — 2 =
Ax—0 Ax Ax—0 2 A—0  Ax
2 2

:—sin(x+0)-1:—sinx

Kemi (cosx)'=—sinx

keZ}

Shembulli 8. Té caktohet derivati i funksionit f(x) =tgx pér x R\{%-I—kﬂ'

sin x

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare lirrol =1lvijone
X—> X
fv(x) — hm&: lim f(x+Ax)—f(x) = lim tg(x+Ax)_tgx —
A0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sin(x+Ax) sinx sin(x + Ax) cos x —cos(x + Ax)sin x
~lim cos(x+Ax) cosx ~lim cos(x + Ax)cos x _
A0 Ax A0 Ax

Me zbatimin e formulave trigonometrike sin & cos f —cos a sin f = sin(a — f) vijon se

sin(x +Ax—x) I sin Ax

A0 Ax cos(x + Ax)cosx A0 Axcos(x + Ax)cos x
1 .. sinAx ..
= lim lim =
cosx A0 Ay A0 cos(x + Ax)
1 1 1 1 1
= 1- -

Cos X cos(x+0) cosx cosx cos’x
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keZ}

Shembulli 9. Té caktohet derivati i funksionit f(x) = ctgx pér x R\{kﬂ'lk € Z}

pér x eR\{%+k7z

. . 1
Kemi (tgx)'=—
Cos” x

Zgjidhje: Prej pérkufizimit pér derivate dhe vlera kufitare 1i1’r01 SIY vijon e
X X
1) = limﬂ ~ lim f(x+Ax)— f(x) Mim ctg(x+ Ax) —ctgx _
A—0 Ay A0 Ax Ax—0 Ax
cos(x+Ax) cosx cos(x + Ax)sin x —sin(x + Ax) cos x
—lim sin(x+Ax) sinx _ lim sin(x + Ax)sin x _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Me zbatimin e formulave trigonometrike sin & cos f# —cos @ sin £ = sin(a — ) vijon se

. sin(x — x — Ax) . sin(—Ax) . sin Ax
= lim - - = lim - - =—lim 3 3 =
A0 Axsin(x + Ax)sinx &0 Axsin(x + Ax)sin x A0 Ax sin(x + Ax)sin x
1 .. sinAx .. 1
=———1Iim lim — =
sinx &0 Ax A—0sin(x + Ax)

1 1 1 1 1 1

sinx sin(x+0)  sinx sinx  sin’x

Kemi (ctgx)'=— pér x eR\{k;z|k eZ}

- 2
sin” x

Njehsimi i derivatit té funksionit kryhet me ndihmén e tabelés pér derivate té funksioneve
elementare dhe rregullave té funksioneve té cilét nuk jané elementare.

Duke i shfrytézuar rezultatet gqé paraprakisht i fituar, mund ta formojmé tabelén e derivatit
té funksioneve elementare

Tabela e derivative té funksioneve elementare:

1. (C)'zO, (C = const)
2. (x”)':n-x""
2.1. (\/;)'Zﬁ pér x eR"
2.2.(x)'=1
3. (a")‘za"-lna,pér xeR,a>0,a#l.
4. (ex)'=e"
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1 . N
logax)'=xlna ,pérxeR",a>0,a#1,

, pérx eR”

8. (cosx)'=—sinx
. 1
% tgx) T cos’x
. 1
10. (ctgx) T sin’x

Formula té tjera té cilat do t'i marrim pa i nxjerré dhe duhet mbajtur mend jané

11. (arcsinx)'=

12. (arccosx)'=—

13. (arctgx)'= 1+1x2

14. (arcctgx)'=- T
x

Shembulli 10. Duke shfrytézuat derivatet tabelare njehso derivatet:
' 1 , ' '
a) y'=(x")' b) ¥ =(7J 0 »'=(¥x)

Zgjidhje:

LV 5
a) yvz(x3)|:3x3—l :3x2 b) yv:(_SJ :(x—S)v:_Sx—S—l :_Sx—éz__
X
1) 1 3
c) y'=({‘/§)'= e I 13 -
4 4 2 2453
4x*

Shembulli 11. Duke shfrytézuat derivatet tabelare njehso derivatet a) c¢)

a) y'=(e")' b) »'=(5") ¢) »'=(log, x)'
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Zgjidhje:
a) yv:(eX)vzex b) yv:(sx)vzsxlns
1
'=(log, x)'=
c) ( &2 ) xIn2

Detyra pér ushtrime:

1. Té njehsohen derivatet e funksioneve:

a) f(x)=x b) f(x)=3¥* 0 f(x)=5
2. Té njehsohen derivatet e funksioneve:

a) f(x)=7" b) f(x)=log,x c) f(x)=Inx
3. Té njehsohen derivatet e funksioneve:

1
2

a) f(x):(—Jx b) f(x)=1log, x c) f(x)=cosx

4. Té njehsohen derivatet e funksioneve:
a)fx)=¢ b) f(x)=arctgx ) f(x)=x

5. Té njehsohen derivatet e funksioneve:

a) f(x)=2"-3" b) f(x)=arcctgx ) f(x)=xIx

0 () =—
X
¢) f(x)=ctgx
¢) f(x)=1gx

¢) f(x)=arcsinx

¢) f(x)=arccosx
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3. DERIVAT PREJ SHUMES, NDRYSHIMIT, PRODHIMIT DHE HERESIT

Caktojmé derivate té funksioneve té fituara me disa operacione aritmetike, sipas pérkufizimit
éshté e gjaté dhe proces i pérbéré. Pér caktimin e derivatit té funksioneve té kétilla té fituara ek-
zistojné rregulla té caktuara té cilat mundésojné shumé mé lehté gjetjen e derivatit.

DERIVATI PREJ SHUMES DHE NDRYSHIMIT TE FUNKSIONEVE

Té shqyrtojmé funksionin qé mund té paragitet si shumé e dy funksioneve u(x) dhe v(x), qé

. Ax)— ) + Ax) -
jané diferenciabil dhe ekzistojné u'(x) = Llcm ux+ Ai u(x) dhev'(x) = gm v(x ) v(x)-

—0

—0
Sipas pérkufizimit pér derivate té caktojmé:
(u(x+Ax)+v(x+Ax))—(u(x)+v(x))

(u(x)+v(x))‘=£210 . =

i (u(x+Ax)—u(x))Aer(v(x+Ax)—v(x)) _

im u(x+Ax)—u(x) + lim v(x+Ax)—v(x)
Ax

Ax—0 Ax Ax—0

= () +V'(x).

Vijon, (u(x) + v(x)) "=u'(x)+v'(x)|

Ngjashém, edhe pér ndryshimin e dy funksioneve mund té vértetohet kjo formulé pér
ndryshimin

((x) =v(x))' = u'(x) =v'(x)|,

Shembulli 1. Té caktohet derivati i funksionit:
a) y=x"+sinx b) y=x"—¢"

Zgjidhje:

a) y'=(x" +sinx)'=(x*)"+(sinx)' = 2x +cos x

b) y'=(x"—€")'=(x")'~(e")'=5x" ~¢"

Vérejtje: Kjo rregull mund té pérgjithésohet dhe té vlen pér shumén dhe ndryshimin té tre
dhe mé shumé funksioneve.
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Shembulli 2. Té caktohet derivati i funksionit:

a) y=x"+cosx+3" b) y=x—tgx+Inx—2
Zgjidhje:

a) y'=(x’+cosx+3")" =(x")"+(cos x)'+(3")"'=3x" —sinx+3"In3

12 +l—0:1— ! +l

b) »'=(x—tgx+Inx—2)"=(x)'—(tgx)'+ (Inx)'- (2)' =1- _
COS X X COS X X

DERIVATI PREJ PRODHIMIT TE KONSTANTES ME FUNKSION

Té shqyrtojmé funksion i cili mund té paragitet si prodhim prej konstantes me C = konst fun-
u(x+Ax)—u(x)
- .

ksioni u(x), qé éshté diferenciabile dhe pastaj u'(x) = Llcrr})

Sipas pérkufizimit pér derivate té caktojmé:

C-u(x+Ax)-C-u(x) lim C-(u(x+Ax)—u(x))
Ax A0 Ax B

(C-u(x))':Aliglo

=C-lim

Ax—0

u(x+Ax) —u(x) _Cou(x)
Ax

Vijon, [(C-u(x))'=C-u'(x)|

Shembulli 3. Té caktohet derivati i funksioneve:

a) y=§x3 b) y=4cosx
Zgjidhje:
1 3 ' 1 3 1 2 2
Ay y'=|—x | ==(x")'==-3x"=x
)y (3 j 3( ) 3

b) y'=(4cosx)'=4(cosx)'=4-(—sinx)=—4sin x

DERIVATI PREJ PRODHIMIT TE FUNKSIONEVE

Té shqgyrtojmé funksion i cili mund té paraqitet si dy funksione u(x) dhe v(x), té cilét jané di-
u(x+Ax)—u(x) v(x+ Ax) —v(x)
~ .

ferenciabil dhe ekziston u'(x) = lim

Ax—0 dhev (X):Llcl;]})

Ax
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Sipas pérkufizimit pér derivate té caktojmé

(u(x)-v(x))' = lim u(x +Ax) v(x +Av) —u(x) v(x)

Ax
~ lim u(x+Ax) -v(x+Ax) —u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) _
Ax—0 Ax
im (u(x+Ax) —u(x))-v(x+Ax) +u(x) - (v(x + Ax) —v(x))
B Ax—0 Ax N
=A13210 u(x+Ax)—u(x) ‘E{nmv(x+m)+£2})”(x)'£2}) v(x+Ax) —v(x) _

=u'(x)-v(x+0)+u(x)-v'(x)=u'(x) - v(x)+u(x) v'(x)

Vijon, (u(x)-v(x))'=u'(x)~v(x)+u(x)~v'(x) .

Shembulli 4. Té caktohet derivati i funksioneve:
a) y=x"- sinx b) y=x"Inx c) y=(x"-3x)-¢"
Zgjidhje:

a) y'=(x"-sinx)'=(x")"sinx+x’(sinx) =3x’sinx+x’ cos x

b) y'=(x*Inx)'=(x*)'Inx+x*(Inx)"'=2xInx+x’ -l:2xlnx+x
X

c) y'=((x" =3x)e") = (x" =3x)'e" +(x* =3x)(e") ' =
=(2x-3)e" +(x* =3x)e" =" (2x -3+ x" -3x) =" (x’ —x=3)
Vérejtje: Kjo mund té pérgjithésohet pér prodhim té tre dhe mé shumé funksione.
Shembulli 5. Té caktohet derivati i funksioneve:
a) y=x"cosxlnx b) y=x"e Inx
Zgjidhje:
a) y'=(x"-cosx-Inx)'=(x")"cosx-Inx+x’-(cosx)"Inx+x’-cosx-(Inx)'=

. 1 .
=3x"- cosx- Inx+x’- (=sinx)- Inx+x" - cosx- —=3x"cosxInx—x’sinxInx+x" cosx
X

b) y'=(x’e" Inx)'=(x")'e Inx+x*(e")'Inx+x’¢"(Inx)'=

1
=2xe'Inx+x’e" Inx+x’e" - —=2xe*Inx+x’e Inx+xe’ =xe"2Inx+xInx+1)
X
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DERIVATI | HERESIT TE FUNKSIONEVE

Té shqyrtojmé funksion i cili mund té paraqitet si herés i dy funksioneve u(x) dhe v(x),
u(x+ Ax)—u(x)
dhe
Ax

v(x) # 0 né pikén x, té cilét jané diferenciabil dhe ekziston u'(x)=£rr})
v(x+ Ax) —v(x)

v'(x) = lim
Ax—0 Ax
Sipas pérkufizimit pér derivate té caktojmé:
u(x+Ax)  u(x) u(x+ Ax)v(x) —u(x)v(x + Ax)
u(x) Mim vxr+AY) v(x) _ lim v(x)v(x+ Ax)
v(x) Ax—0 Ax Ax—0 Ax

_ lim u(x+Ax)v(x) —u(x)v(x) +u(x)v(x) —u(x)v(x + Ax) _

Ax—>0 Ax-v(x)-v(x + Ax)

i (u(x+Ax)—u(x))v(x)—u(x)(v(x+Ax)—v(x)) B
" a0 Ax -v(x)-v(x+ Ax) -
u(x+ Ax) —u(x) V() —u(x) v(x+ Ax)—v(x)
= lim Ax A -

A0 v(x)v(x + Ax)

lim u(x+Ax)—u(x)

Ax—0

v(x+ Ax)—v(x)

v(x)—u(x)- AIJ%m0

v(x)- Al)i_n)l0 v(x+Ax)

_u'()v(x) —u(x) vi(x) _ u'(x)v(x) —u(x)v'x)

v(x)-v(x) V(x)
Vijon, u(x) _u (x)v(x)z—u(x)v (x) .
v(x) vi(x)
Shembulli 6. Té caktohet derivati i funksioneve:
2x 1+x°
p— b —
a) y —3 ) Y=1To
Zgjidhje:
, ( 2x j (2x)'(x+3)=2x(x+3)"
a) y = = 3 =
x+3 (x+3)

C2-(x+3)-2x-(140) 2x+6-2x 6
- (x+3)° T (x+3)} (x+3)
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(1-x7)°
C(043x)(1-x)—(1+x)(0-3x7) 3x*-3x" +3x"+3x°  6x°
(1-x")’ (1-x")’ (1-x7)’
Rregullat pér diferencim mund t’i shkruajmé dhe t’i mbajmé mend, ku pér té shkruar mé sh-
kurt do t’i shfrytézojmé formulat u(x) =u dhe v(x) =v,

1-x°

b) y‘=(1+x ] =(1+x )A-x)—-(1+x)1-x )'=

(u v)' =u'tvy' - derivate prej shumés dhe ndryshimit té funksioneve
(C u)' C- u', pér C = const derivate prej prodhimit té konstantes dhe funksionit

u- v)’ =u" v+u- v' -derivat prej prodhimit té funksioneve

[ j pycu v ——, pér v(x)# 0 - derivate prej herésit té funksioneve

Shembulli 7. Té caktohet derivati i funksioneve:

a) f(x)=3x"-2x+5 b) f(x)=x"cosx O flx)=2 3x_1+1
Q) f()=xsinx—cosx o) [ dh)f(="T1 reriy.
1+cosx 1
Zgjidhje:

a) f'(x)=(3x" —2x+5)' = 6x-2;

b) f'(x)=(x"cosx)'=(x")'cosx+x’(cosx)'=3x"cosx—x’sinx;

&) Fi(x)= [ x42— 3x3 + 1] ’ _ (x* =3’ +1)'2x* - 1)2— (x42— 3 +D)(2x* -1)" _
x* -1 (2x* 1)
(4 =97 +0)(2x° =) —(x* =3x° +1)(4x—0) _
- (2x* —1)? -

8x° —18x* —4x® +9x? —4x° +12x" —4x B
(2x2 - 1)2

B 4x° —6x* —4x> +9x* —4x

(2x* -1y
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¢) f'(x)=(xsinx—cosx)'=(xsinx)'—(cosx)'=(x)'sinx+x(sinx)'—(cosx)'=

=sinx+xcosx+sinx =2sinx+xcosx

(1+cosx)’

X*+2 |7 (x*+2)(I1+cosx)—(x* +2)(1+cosx)'
1+cosx

d) f'(x):{

~ (2x+0)(1+cosx)— (x> +2)(0—sinx) 2x+2xcosx+x’sinx+2sinx
(1+cosx)’ (1+cosx)’

ah) f,(x)_[xHJ’ (1) (=D = (x4 1) (x=1)" A+0)(x—1)—(x+1)(1-0)
-1 (x-1) ) (x-1)’
:x—l—x—l_ -2

(=1 (x-1)"

Detyra pér ushtrime:

Me ndihmén e tabelés pér derivate dhe pér rregullat pér diferencim cakto derivatet e
funksioneve:

1. f(x)=5x 2. y=x" —2x" +3x-1
3. y=x"-3x+2 4. f(x)=3x"—6x"+x"—4x+8
I 3
5. f(x)=x+ 6. [()=—"
7. f(x)=\/;—3%/x_2 8. f(x)=x"—-2sinx
9. f(x)=2sinx+4cosx 10. f(x)=tgx—ctgx+5"
11. f(x)=x"Inx 12. f(x)=x"-cosx
13. f(x)=2x-sinx 14. f(x)=x"e"tgx
15. y=¢" - arcsinx 16. y=(3x2+1)(2x—4)(x3—1)
17. f(x)=x"—sinxcosx 18. f(x)=2x+1
2
19. f(x)= ):2_+x1 20. y = xx2+—31x
21,y 29, y= 23

x*—4 x* —4




2
x°=2x-2
23, y=" " —
Y x*=2x
25. y =<
sin x
) 1
27. f(x)= ZSlnx—Eex + Tarctgx +2
2. f(x):sinx—cosx
sin x +cos x
31. y=1/x_6+log6x—tgx
34-10x + x*
33. X)=——
/(%) 2x—-10
Inx-cosx
35 y=———
X
e +e”
37. y=
Y 2
3
(1+%/;)
39.
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24.

26.

28.

30. y

32.

34.

36.

38.

40.

e’ +cosx

X

xe

4 .
y=x"-e -sinx

e +sinx
y=——"——=
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4. DERIVATI PREJ FUNKSIONIT TE PERBERE

Le té jené dhéné funksionet f(x)=2sinx dhe g(x)=x"+1. T’i formojmé funksionet

h(x)=(f 0 )(x) = f(g(x)) dhe r(x) = (g f)(x) = g(f(x)).
h(x)= f(g(x)) = f(x* +1)=2sin(x’ +1)
r(x)=g(f(x))=g(2sinx)=(2sinx)’ +1=4sin’ x+1.
Funksionet A(x) = f(g(x)) dhe r(x) = g(f(x)) quhen funksione t& pérbéra ose kompozicion
prej f(x)dhe g(x).

Funksionin y = cos(x’ +2) mund ta shqyrtojmé si funksion té pérbéré, qé éshté fituar prej
funksioneve, f(x)=cosx dhe g(x)=x"+2 pasi f(g(x))= f(x’ +2) =cos(x’ +2) = y.

Nése funksioni y =cos(x’ +2) qé i pérbéré e shkruajmé me ndihmén e funksionit
u(x) = x +2, do té kemi y = cos(u). Gjaté késaj ményre té té shkruarit e funksionit u(x) quhet
funksion ndérmjetéses (ndihmése).

Funksioni ndérmjetésues u(x) nuk éshté njévlerésisht i pércaktuar.

Shembulli 1. Jané dhéné funksionet e pérbéra. Té caktohet funksioni ndérmjetésues u(x) dhe
té shkruhet funksioni né formén y = f'(u):

a) y=vx’+2x b) y=e" ¢) y=In(x"+3x-4) ¢) y=("+1)’
Zgjidhje:
a) Pér y = v/x* +2x, kemi u(x) = x* + 2x dhe y =/u,

2x+1

b) Pér y=e""", kemiu(x) =2x+1dhe y =€,

¢) Pér y =In(x* +3x—4), kemi u(x) = x> +3x—4 dhe y = In(x),

¢) Pér y = (x” +1)°, kemiu(x) =x* +1dhe y=1’.

Le té jeté y = f(u(x)) funksion i pérbéré d.m.th., y = f(u) dhe u = u(x).

Nése ekziston derivati y'= f'(u)dheu'=u'(x), atéheré edhe derivati iy sipas x, ndérsa poash-
tu vlen:

y'=(f((x))'= fw)-u’

Rregulla pér njehsimin e derivatit prej funksionit té pérbéré mund té vértetohet sipas pérku-
fizimit. Né kété pjesé nuk do ta vértetojmé gjykimin.

Shembulli 2. Té gjendet derivati i funksionit y = (x> +1)’,
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Zgjidhje: Funksioni y = (x2 -1-1)9 éshté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
u = x* +1fitohet funksioni y = (x> +1)° =u’.

Vijon y'z((x2 +1)9)':(u9)':9u8. 0=
=9(x* +1)*(x* +1)'=9(x* +1)*(2x +0) =18x(x* +1)°

2x+1

Shembulli 3. Té gjendet derivati i funksionit y = e

Zgjidhje: Funksioni y =™ &shté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
u = 2x +1fitohet funksioni y = e™**' = ¢".

Vijon y'z(ezx”)':(e”)':e”- u'=e"'Q2x+1)'=e>"(2- 1+0) =2

Shembulli 4. Té gjendet derivati i funksionit y = In(x” +3x —4).

Zgjidhje: Funksioni y = In(x” +3x —4) &shté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérm-
jetésimit u = x* + 3x — 4 fitohet funksioni y = In(x* +3x—4) = Inu.

1 1
Vijony'=(ln(x2+3x—4))'=(lnu)'=;~ u':m- (x* +3x-4)'=
1 2
- (2x+3_0):2x—+3
x“+3x-4 x +3x—4

Shembulli 5. Té gjendet derivati i funksionit y = sin(x”).

zgjidhje: Funksioni y = sin(x*) éshté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
u = x* fitohet funksioni y = sin(x*) = sinu.

Vijon y'= (sin(xz))' = (sinu)' =cosu (u) =cosx’-(x*)'=cosx’-2x =2xcosx’
Shembulli 6. Té gjendet derivati i funksionit y = sin” x.

Zgjidhje: Funksioni y = sin” x &shté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
u = sin x fitohet funksioni y =sin” x = (sinx)* = u”,

Vijon y'=(sin’ x)'=(u2)'=2u(u)'=2sinx(sinx)'=2sinx-cosx:

=2sinxcosx =sin2x
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Te detyrat shfrytézuam edhe formula trigonometrike pér sinus té kéndit té dyfishuar.

1+
Shembulli 7. Té gjendet derivati i funksionit y = ln1 al
-X
1
Zgjidhje: Funksioni y = ln1+—x éshté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
—-X
1+
u =1+—xﬁtohet funksioni y = In—> = Inu.
1—x 1—x
I+xY 1 1 I+xY
Viony'=|In—— | =(lnu)'=—-u'= N il
ony ( l—xj (nu) u 1+x [l—xJ
1-x
1=x (1+x0)'0-x)-(1+x)(1-x)" 1-x (0+1)-(1-x)-(1+x)-(0-1)
I+x (1-x)* I+x (1-x)*
Cl=x T-x+1+x 1 2 2 2

“Tix (-x? d4xl-x (Q+nl-n 1-%

Nése e zbatojmé rregullén pér derivate té funksionit té pérbéré te tabela pér funksione ele-
mentare, do té kemi tabelé té re pér derivate té funksioneve té prébéra.

Tabela e derivative té funksioneve té pérbéra

1
5 (log,u)'= ~u',péra>0,a=l.
ulna

1
6. (lnu)'=—:u'

u
7. (sinu)'=cosu-u'
8. (cosu)'=—sinu-u'
9. (tgu)'= 12 u'

cos’ u
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Vérejtje: Né kété tabelé ndryshorja ndérmjetésuese (ndihmése) u éshté funksion prej x, u = u(x)

. . o - 1 2 -7
Shembulli 7. Té gjendet derivati i funksionit y =—————= (3x +2) :
(3x2 +2)
-7
Zgjidhje: Funksioni ¥ :(3x2 +2) éshté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjeté-
.. 2 . L 1 2 -7
simitu =3x" + 2 Fitohet funksioni y =———== (3x +2) .
(3x2 +2)

Vijon y'=(Bx*+2)7 ) =)' = (T u'=(=7)(3x* +2)*(3x* +2)'=
42x
=(-7)(3x* +2)*(6x+0)'= -42x(3x* +2) " = ——————
(=X ) ( ) ( ) G 12y
Vérejtje: Gjaté zgjidhjes sé detyrave prej funksionit té pérbéré, métutje jo patjetér té shfryté-
zohet zévendésimi me funksion ndérmjetésues, té kemi kujdes cili éshté funksioni ndérmjetésu-
es dhe pa shkruar zévendésimin njehsohet derivati i funksionit té pérbéré.

COSX

Shembulli 8. Té gjendet derivati i funksionit y=e .

COSX -

Zgjidhje: Funksioni y=¢e"" éshté funksion i pérbéré dhe me funksionin e ndérmjetésimit
u = cos x. Tani nuk do ta zévendésojmé funksionin ndérmjetésues

Cosx Cosx

Vijony'z(e“’”)':e“"”(cosx)':e (—sinx)=—e“""sinx.

Shembulli 9. Té gjendet derivati i funksionit y = e cos x.
Zgjidhje:
y'= (ez" cos x)' = (ezx)'cosx+ e’ (cosx)'=e* (2x)'cos x —e*" sinx =

=2¢* cosx—e”" sinx = €** (2cos x —sin x)

1—x?

1+x

Shembulli 10. Té gjendet derivati i funksionit y =In

2

X
Zgjidhje: Funksioni y =In o éshté funksion i pérbérég, vijon:
X

. -2 1 -2 |
4 1+x° 1—x2 1+x°

1+ x?
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2

x2 éshté i pérbéré, pérséri e zbatojmé rregullén pér derivate prej funksi-

Pasi funksioni

N ) 5
onit té pérbérg, .

1 1 1-x* |
\/l—x2 2\/l—x2 14 x?

1+x° 1+ x°
3 1 . (1—x2)'(1+xz)—(l—x2)(l+x2)'_
— ? (1+x%)?
2 2
1+x
1 (0=2x) (14 x7) = (1=x")-(0+2x)
1-x° (1+x%)
2- >
1+x
B 1+ x? .—2x—2x3—2x+2x3_ 1+ x? . —4x B
2(1—x2) (l+x2)2 2(l—x2) (1+x2)2
1 —2x 2x 2x 2x

U (14 ()42 1-x o1

Detyra pér ushtrime:

Duke shfrytézuar rregullén pér derivate té funksionit té pérbéré dhe rregullave pér derivate prej
shumés, ndryshimit, prodhimit dhe herésit té funksioneve gjeji derivatet e kétyre funksioneve:

1. f(x)=(5x=7) 2. y=+3x-5
3, =g 4. y=In(2x-9)
2
-1
5. f(x) = In—— 6. y=In,|—
I-x x+1
7. f(x):x-ln(x+\/l+x2)—\/l+x2 8. f(x)=xsinx"
9. y=sinx’ 10. y =sin’ x

1 1
11. y=cos’ x-cosx’ 12. y:I—tgx+§tg3x—gtg5x
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3
x-3
13. y=
Y (x+3J
15. f(x)=sinV/1+x’

17. y =In(sin(x* —2x+2))

x’+4
x4

19. y=In
21. f(x)=R/x*>+6x—-27

23. y=(x+DVx" +1

1+ x?

2
—X

25. y=In

14. y=¢€*'
16. y= ! In(x+1)— ! In(x* -1)
A 4

18. y=In

2
R0 S S SR
X
20. y=¢""

22, y=,|—
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5. DERIVATET LOGARITMIKE

Shembulli 1. Ta njehsojmé derivatin e funksionit y = x".

Derivati i funksionit ¥ = x* nuk mund té njehsohet me zbatimin e rregullave paraprake pér di-
ferencim, pasi funksioni ka ndryshore edhe te baza edhe te eksponenti i fugisé. Pér njehsimin e
derivatit té funksionit do té shfrytézojmé meényré pér diferencim logaritmik.

Le té jeté dhéné funksioni ¥ = (X)), ku funksionet f(x) dhe g(x) jané pozitive dhe dife-
renciabile. Pér ta njehsuar derivatin e funksionit sé pari do ta logaritmojmé barazimin, ndérsa
pastaj do t'i shfrytézojmé vetité pér logaritme pér rregullimin e shprehjes.

y = £(x)*™/ logaritmizohet prej té dy anéve
Iny=In(f(x)*)
Iny=g(x)n(f(x))

Tani mund té kérkojmé derivate prej té dy anéve, ku duhet té kemi kujdes se y = y(x) éshté
funksion i pérbéré prej ndryshores x, ndérsa né anén e djathté do té shfrytézojmé derivate prej
prodhimit.

(Iny)'= (g(x) ln(f(X)))'
%y'=(g(x))'ln(f(x))+g(x)(1n(f(x)))'

Prej ku vijon se
y'= y-((g(x))'ln(f(x))+g(x)(ln(f(x)))‘) d.m.th.,
= £ () In (/) +g() (In(f(x))))
Ményra pér caktimin e derivatit té funksionit quhet ményra pér diferencim logaritmik.
Duke e shfrytézuar kété ményré mund té caktojmé derivate prej funksionit y = x.
Tani e vazhdojmé ményrén pér gjetjen e derivatit té funksionit prej shembullit 1:
Le té jeté dhéné funksioni y = x*, nése e logaritmojmé kemi:
Iny=Inx"
In y = xIn x, me diferencim té barazimit kemi:

(Iny)'=(xInx)'

ly'=(x)'lnx+x(lnx)'
y
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1
—y'=llnx+x-—
y X

1
—y'=lnx+1
y

y'=y-(Inx+1) me zévendésim té funksionit fillestar fitohet zgjidhja e derivatit
y'=x"-(Inx+1)

Shembulli 2. Me diferencimin logaritmik té gjendet derivati i funksionit

sinx

¥y =(cosx)™".

Zgjidhje: Sé pari e logaritmojmé funksionin y = (cos x)™",
In y = In(cos x)™"*

In y =sinx-In(cosx),

ta diferencojmé barazimin

(Iny)'=(sinx-In(cosx))'

—y'= (sin x)‘- In(cos x) +sin x- (ln(cos x))'

—y'=cosx-In(cosx)+sinx- (cosx) ‘j
y1 coS X
—y'=cosx-In(cosx)+sinx- (—sinx)
0S X
. sin x
—y'=cosx-In(cosx)—sinx-
¥ COS X

y'= y-(cosx-ln(cos x)—sinx-tgx) dhe me zévendésim té funksionit fillestar kemi se derivati i
funksionit éshté:

y'=(cosx)™ -(cos x-In(cos x)—sin x- tg x)

Shembulli 3. Me diferencimin logaritmik té gjendet derivati i funksionit
y=x {IA—L3 .
X

f 1
Zgjidhje: Funksioni y = x[1+—, me shfrytézimin e vetive mund ta shkruajmé si
X

1
1|«
=| 1+—
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x3
l '—_L Inl 1+— _|_l. 1 . _i
yy x’ x’ X X +1 x*
x3
ly'=—L2- In 1+L 3

X x _xz(x3 +1)

y
=yl - L In 1+L BN vijon
rey x’ X xz(x3+1) VU
1 1 1 3
'=——l+— | In| 1+— |+
4 x’ x3[ ( x3J x3+1j

Shembulli 4. Me diferencimin logaritmik té gjendet derivati i funksionit

1
[ x=5)
Y x+3
x—5

1
x+3
Zgjidhje: Ta caktojmé derivatin e funksionit y = [X—J me logaritmim.

1 +3
lny=ln[x_5J -
x+3

Iny SR (St , diferencojmé dhe kemi
x+3 x+3

| (22
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| I 7. [ x=5 1 x=5|
y x+3 x+3) x+3 x+3

1 x-=5 1 1 x=51
—y'=(-1(x+3)*(x+3)")In +
yy ( ( ) )) (x+3J x+3 X_—5(x+3j

x+3
ly,: 1 _(1+0)|In x—5 N I x+3 (x-5) (x+3)—(xz—5)(x+3)
y (x+3) x+3) x+3 x-5 (x+3)
I 1 x-5 I x+3-x+5
—y'=- > In + . >
y (x+3) x+3) x-5 (x+3)
I, 1 x-5 8
—y'=- ~In + >
y (x+3) x+3) (x=5)(x+3)

o h{x—s]+ 8
YN TGy \x43)  (=5)(x+3)

1
‘ 1 x=5]x3 x-=5 8
y'=— - - | In —
(x+3) x+3 x+3) x-5

Shembulli 5. Me diferencimin logaritmik té gjendet derivati i funksionit

(lnx} sinx
y=—| -
X

lnx sinx
Zgjidhje: Ta logaritmojmé funksionin y = [—j .

‘ X
lny=ln(ln—xJ
X

) 1
Iny= s1nx-1n(ﬂj tani mund té diferencojmé dhe kemi:
X

(Iny)'= (Sinx'ln(lnTxD’
%y '=(sinx) -In (lnTx) +sinx- [m (lnTxD

1 [lnxJ ) 1 [lnxj’
—y'=cosx-In| — |[+sinx-——| —
y X Inx X

X
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X .(lnx)'-x—lnx-(x)'

Inx X

—x—-Inx-1
nxJ . 1y
+sinx- .

In x X
. nx I 1-Inx
—y'=cosx-In| — |+sinx-—-
X nx x

—y'=cosx-In
y

lnxj_i_ sinx-(1-Inx)

xlnx

\ inx-(1-1
y'= y(cosx-ln( nx}L S (1 nx)j’ me zévendésim té funksionit fillestar fitohet
X xInx

, (mxj““"( (lnxj sinx(l—lnx)j
y'=|— -| cosx-In +
X X xInx

Ményra pér gjetjen e derivatit té funksionit me diferencim logaritmik mund té shfrytézohet
edhe te funksionet té cilat jané paragitur me prodhim dhe herés té mé shumé funksioneve té
pérbéra dhe pér té mos pasur shumé shprehje té komplikuara sé pari logaritmohet funksioni,
ndérsa pastaj kérkohet derivati i tij.

J(x+4)

Shembulli 6. Me diferencim logaritmik té gjendet derivati i funksionit Yy = ———=..
(x=1)"(x+3)

Zgjidhje: Ta logaritmojmé funksionin y = ———,
Y o1 (x4 3)

J(x+4)
(x=1)>*(x+3)
(x+ 4)§
(x=1)>(x+3)’

Iny=In(x+4)° —In(x—1)* —In(x +3)°

Iny=1In

Iny=In

Iny :%ln(x+4)—21n(x—1)—51n(x+3), tani mund té diferencojmé

(lny)‘:(%1n(x+4)—21n(x—1)—51n(x+3)J,

1
x+4

1
x+3

—y =§- (x+4)'-2- L(x—l)'—S- (x+3)’
y 5 x—1
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1, 3 2 5

yy - 5(x+4)_x—1_x+3

. 32 5
yey 5(x+4) x-1 x+3

o Yray [ 3 2 SJ

T (-D2(x+3)° | 5S(x+4) x—1 x43

Detyra pér ushtrime:

Duke shfrytézuar rregullén pér diferencim logaritmik té njehsohet derivati i kétyre funksioneve:

1
[ x+7 |2
1. y=l+— 2. y=
4 x’ d (x—2j 1

(x=NY(x+2)

(1= x*)e™ " cosx

sin’ x

1 xX+5 |4
3. y=il+— 4. y=
4 x’ 4 £x+4J
5. y=(sinx)™ " 6. y =(sinx)**"
L
7. y=x* 8. y=(Inx)*
1 i x+1
9. y=|1-— 10. y=x"(x+1)
x+1
11, y=x" 12. y=(ln—x]
X
-1
13. y= x+3 1 X

4. y=
g Yor+2)? - Yx+3)

2x-1 -
16. y=+J(x+1) == > -e* -sin* x-cos’ x
X+
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6. ZBATIMI | DERIVATEVE. CAKTIMI | BARAZIMIT TE TANGJENTES DHE NORMALES SE
FUNKSIONIT

DERIVAT TE RENDIT TE LARTE

Le té jeté dhéné funksioni diferenciabil y = f(x)dhex € D, d.m.th,, ekziston derivat y' = f'(x)
i funksionit te pika té fushés sé pérkufizimit.

Derivati i dyté ose derivatek i rendit té dyté té funksionit y = f(x) éshté derivate prej deri-
vatit té funksionit y' = f'(x) dhe shénohet me y" = f"(x) = (f'(x))'.

Pér kété shkak, derivati y'= f'(x) quhet derivatek i rendit té paré té funksionit y = f(X).

Derivati prej derivatit té dyté té y" = f"(x) té funksionit y = f(X)quhet derivatek i treté dhe
shénohet me y™ = £ "(x) = (/"(x))"

Ményra mund té vazhdon.

" =(»"")" quhet derivatin i y = f (x).

Funksioni f{(x) n-diferenciabile nése ekziston derivati n né ¢do piké prej fushés sé pérkufizimit.
Nése n tenton né pakufi, themi se funksioni éshté pafund diferenciabil.

Shembulli 1. Té gjendet derivati prej:
5, 1

1
a) rendit té dyté té funksionit y =—x'-=x+=—
12 6 4

b) rendit té treté té funksionit y = 4x" - sinx
c) rendit té katért té funksionit y =Inx

Zgjidhje:

1 5 1
a) Ta caktojmé derivatin e rendit té dyté té y =Ex4 —gx3 +Z. Sé pari duhet ta njehsoj-

meé derivatin e rendit té paré, ndérsa pastaj derivatin e rendit té dyté.

1 5 1y 1 5 1y 1 5 1 5
y'=|—=x"-=x 4= :—(x4)'——(x3)‘+ — | =— 4’ - =3+ 0==x" — =X’
12 6 4 12 6 4 12 6 3 2

y":(lf —ix2], :l(x3)'—§(x2)'=§-3x2 —%-2x:x2 -5x
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b) Ta caktojmé derivatin e rendit té treté té y = 4x* —sin x. Duhet t'i njehsojmé me radhé

c)

té gjithé derivatet, derivatin e rendit té paré¢, derivatin e rendit té dyté dhe né fund de-
rivatin e rendit té treté.

y'=(4x2 —sinx)'z4(x2)'—(sinx)‘=4-2x—cosx=8x—c0sx
y"=(8x—cosx)'=8(x)'—(cosx)'=8-1-(-sinx) =8+sinx
y"=(8+sinx)'=(8)"+(sinx)'=0+cosx=cosx

Pér ta caktuar derivatin e rendit té katért té funksionit y = In x, duhet t’i njehsojmé me
radhé derivatet e ¢do rendi

"_ l ’= I\ *ZZ_L
g _(xj (x ) D x’

2\1_ 7321
(—x )— (—-2)x "

|
><N| —_
~
Il

2y N . 6
y(4>:(_3j :2(x3) :2.(_3).x4:_?

BARAZIMI | TANGJENTES

Gjaté pérkufizimit té konceptit derivate, vérejtém se koeficienti i drejtimit té tangjentés te

funksioni i dhéné y = f(x) te pika M(xo,f(xo)) prej lakores éshté i barabarté me vlerén e deri-
vatit té funksionit te pika M, d.m.th., k, = f'(x,).

Pasi barazimi i drejtézés népér njé piké A(x,,y,) dhe koeficienti i drejtimit & caktohet me

V= ,= k(x—x0 ), vijon se barazimi im tangjentés i funksionit diferenciabil y = f(x) né pikén
M (x5, /(). ku vy = f(x,) dhe k =k, = [(x,)

Barazimi i tangjentés té grafikut té funksionit
v = f(x) qé éshté diferenciabile né pikén
M (x,, y,) éshté

Y=o :f'(xo)(x_xo)

t: Y=Y :f'(xo)(x_xo)
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Shembulli 1. Té shkruhet barazimi i tangjentés té lakores f(x)=5x—x* né pikén M me ab-
shisé x = 1.

Zgjidhje: Sé par ii caktojmé Koordinatat e pikés prekése M (x,, y,). Prej kushtit té detyrés x, =1
dhe y, = f(x) = f()=5-1-1"=5-1=4.

Vijon, pika e prekjes éshté M (1,4).
Derivati prej ¢cfarédo piké x éshté:

f1x)=(5x—x")' =5(x)'~(x")'=5-1-2x =5-2x.

Koeficienti i drejtimit té tangjentés te pika M Ay
(1,4) éshté k, = f'(1)=5-2- 1=5-2=3, t:y =3zx+1
6
Duke zévendésuar vlerat e x, = 1, y, = 4 dhe
f'(x,) =3 te barazimi i tangjentés 7, kemi:
4
y—4=3(x-1) M(1,4)
y_4:3x_3 2
=3x-3+4d.m.th,,
y=3x | / | | x
v =3x+1é&shté barazimi i tangjentés -2 2 4 ¢
f(z) = -2 +5=x

Shembulli 2. Né cilén piké té lakores y = x* + 2x” —1 tangjenta e ka koeficientin e drejtimit 4?

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés k, = 4.

Duhet t’i caktojmé koordinatat e piképre- Ay ¢
. 2
kjes M (x,, ). 21
Abshisén x, e piképrekjes do ta caktojmé 1
prej kushtit &, = 1"'(x,). | A .M2 | X
4 3 - N0 1 2 3 4
Derivati i funksionit éshté M, \
y':(x3 +2x? —1)':3x2 +4x, port e x,
éshté f'(x,) =3x; +4x, dhe e fitojmé 21
barazimin ¢ N
4=3x) +4x,,T.e 3x; +4x,-4=0. 1 0
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E zgjidhim barazimi katror té fituar

4%\ 4 -4.3. (4) 448

Yo, =
2-3
Tani mund t’i caktojmé koordinatat y,,.

2
, Pér té cilén kemi x, =-2dhe x, =3

1) yp, = f(x,) = f(=2) =(-2)' +2(-2)* ~1=-8+8-1=~1, d.m.th., pika e kérkuar &shté
M, (-2,-1). Barazimii tangjentés éshté y —(—1) = 4(x — (-2)), ndérsa barazimi i tangjentés
tirregulluar éshtét e y=4x+7.

2) (2) . [2) 8 8 5
2) Y, :f(xoz):f[g] =[—] +2(—J —l=—+—=-1=—, d.m.th,, pika e kérkuar &shté

3 3 27 9 27
wf25
327

5 2
Barazimi i tangjentés y—E:4[x—§], ose barazimi i tangjentés
Loy :4x—§—; d.m.th., né formén e pérgjithshme éshté 108x—-27y - 67 =0.

Vérejtje: Té dy tangjentet jané paralele ndérmjet veti pasi kané koeficient té té njéjté té drejti-
mit k, = 4.
Gjaté zgjidhjes sé detyrave mund té punojmé sé pari aplet pér barazimin e tangjentés dhe

pastaj me animacione té arrijmé deri te zgjidhja, qé algjebrikishtht duhet ta njehsojmé.

Shembulli 3. Té gjendet barazimi i tangjentés sé lakores y = —x” + x + 2 qé éshté paralele me
simetralen e kuadrantit té paré dhe té treté.

Zgjidhje: Sé pari kemi punuar aplet né Geogebér tek i cili me prove nxénésit mund té arrijné
deri te zgjidhja. Né c¢farédo piké prej lakores konstruktojmé tangjenté dhe pastaj me lévizje té
pikés kontrollojmé kur tangjenta do té jeté paralele me drejtézén e dhéné y = x.

b Dritare algjebrike b Sipérfaqja pér té vizatuar X
@ fiy=-x*+x+2

® gy=x .

® A=(0,2) A

@ ty=x+2 n

P

y=X

https://www.geogebra.org/m/kwsj9cbn
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Prej kushtit té detyrés, pasi tangjenta duhet jeté paralele me simetralen e kuadrantit té paré
dhe té treté y = x fitohet k, = 1.

Duhet t’i caktojmé koordinatat e piképrekjes A(x,, y,).
Abshisa x, té piképrekjes do ta caktomé prej kushtit £, = 1 '(x,).

Derivati i funksionit éshté y':(—x2 +x+2)'=—2x+1, port e x, éshté f'(x,)=-2x,+1
dhe kemi barazimin

1=-2x,+1dhe x, =0.
Tani mund ta caktojmé edhe koordinatén y,.

Yy = f(x,)=£(0)=-0°+0+2=2, d.m.th., pika e kérkuar éshté A(0, 2). Barazimi i tangjen-
tés éshté A(0,2) ose barazimi i rregulluar i tangjentés y —2 =1- (x—0). Me té cilén e vértetuam
edhe zgjidhjen té fituar me aplet.

Shembulli 4. Té gjendet barazimi i tangjentés sé lakores y = x* —3x” +3x + 3 qé éshté norma-
le né drejtézén p: x+3y—-4=0.

Zgjidhje: Prej kushtit pér normalitet té dy drejtézave vijonse k, -k, =—1d.m.th., k, = —k—.
p

Koeficientin e drejtézés p, do ta fitojmé me
transformimin e drejtézés

p:x+3y—-4=0.
Vijon 1 4
3y=—x+4d.mth.,y= —§X+§,
Koeficienti i drejtimit té drejtézés éshté
P

p 3'

ndérsa koeficienti i drejtimit té tangjentés

éshtéktz—Ll=3, -3 -2 /1/ 0 /t2 1 2 3 Pl
- -1
3 )

Piképrekjen M (x,, y,) do ta caktojmé né té njéjtén ményré sit e shembulli paraprak.

Abshisa x, té piképrejkes do ta caktojmé prej kushtit k, = f'(x;).

Derivati i funksionit &shté y'=(x’ —=3x* +3x+3)'=3x" —6x +3, nése te x, shté
£'(x,) =3x; —6x,+3 dhe e fitojmé barazimin 3 = 3x, —6x, +3, d.m.th., 3x; —6x, =0.
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Me transformim 3x,(x, —2) = 0 i fitojmé zgjidhjet e barazimit x, =0 dhe x,, = 2. Fitojmé se
zgjidhjet, d.m.th., dy pika tek e cila tangjentat do té jené normale te drejtéza e dhéné.

Tani mundemi t’i caktojmé edhe koordinatat y,.

1) ¥, = [ (%)= f(0)=0"=3- 0°+3- 0+3=3, d.m.th, pika e kérkuar éshté M,(0,3). Bara-
zimi i tangjentés éshté y —3 =3(x —0) ose barazimi i rregullu i tangjentés ¢,- y =3x +3.

2) ¥, = f(x,)=f(2)=2"-3-2"+3-2+3=5, d.m.th,, pika e kérkuar M, (2,5). Barazimi i
tangjentés éshté y —5=3(x—2), ose barazimi i tangjentés i rregulluar 7, y =3x -1,

BARAZIMI | NORMALES
Le té jeté dhéné funksioni y = f(x) dhe pika M(xo,f(xo)) e funksionit.

Drejtéza qé kalon népér pikén M (xo,f(xo)) dhe éshté normale te tangjenta sé lakores né até
piké quhet normalja e lakores y = f(x) né pikén M.

Koeficienti i drejtimit té normales k, =— , vijon se barazimi i normales té funksionit di-

(x,
ferenciabil y = f(x) né pikén M (x,,y,) ’
1
Y=o ="/ X=X
S (xo)( 2
Né vizatim éshté paragitur grafikisht, i

Barazimi i normales te grafiku i
funksionit y = f(x) gé éshté diferenciabile
né pikén M me koordinata x, dhe

yo = flao)
¥y = f(xy) éshté <

(x—x,)

ny—>»Vy=-—

1
S (%)

Shembulli 1. Té shkruhet barazimi i normales sé lakores f(x)=5x—x" né pikén M me ab-
shisé x = 1.

Zgjidhje: Sé pari i caktojmé koordinatat e pikés M (x,,y,). Prej kushtit té detyrés x, =1 dhe
Vo=S(x)=f()=51-1"=5-1=4.

Vijon se, pika M (1,4) éshté pika prej funksionit
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Derivati né c¢farédo piké x éshté:

f'(x):(5x—x2)':5(x)'—(x2)':5- 1-2x=5-2x

Derivati te pika M (1,4) éshté f'(1)=5-2- 1=5-2=3.

Duke zévendésuar vlerat x, =1, y, =4 dhe _ _ ‘y
f'(x,) =3 te barazimi i normales n, kemi: y=— %T _|_1_33 5 t:y =3c+1
i ]
y—4=_§(x_1) \
4] M(1,4)
—4——1x+1
4 3 3
11 2]
y=——x+—+4d.m.th.,
3 3 /
. -
-4 -2 2 4 6

1 13 ... L
y= —§x+? éshté barazimii normales.

1 13
Vérejtje: Normalja y = —§x+? né pikén M (1,4) té funksionit f(x) = 5x — x* éshté normale

te tangjenta y =3x +1né té njéjtén piké x, = 2.

8
Shembulli 2. Té caktohet barazimi i tangjentés dhe normales sé lakores y = P te pika me
+x
abshisé x, =2.
Zgjidhje: Pér x, = 2 kemi
8

8
=f(x)=/f(2)= =—=1, d.m.th., pika M (2,1).
Yo =1 (x)=[(2) PFSE p (2,1)

Ta caktojmé derivatin e funksionit

16x
(4+x%)*

4+ x°

y':( 8 szg((4+x2)_l)':8- (=D (4+27)7- (22) =-

Pastaj e kérkojmé derivatin e funksionit né pikén x, = 2, d.m.th.,

(o ey 162 32 1
S'x)=1'2)= @2y w2




DERIVATI | FUNKSIONIT

Barazimi i tangjentés te pika M (2,1) éshté: by
1 ! 2)d.m.th ! x+2
-l=——(x-2)d.m.th.,, y=—=
y 5 (x y=-3 t

Edhe barazimi i normales éshté:

1
y—lz——l(x—Z)d.m.th.,y:2x—3 ! "
_E 2 S0 1 2 3 N
Né vizatim grafikisht éshté paraqitur funksioni
me tangjenté dhe normale. 2

Shembulli 3. Té caktohet barazimi i tangjentés dhe normales sé lakores f(x) = 2x*> —3x né
pikén me abshisé x, = 1.

Zgjidhje: Nése funksioni f(x) = 2x” —3x zévendésojmé x, = 1 kemi f(l) =2-3=-1

Ta caktojmé derivatin f' (x) =4x -3, ndérsa nése zévendésojmé x, = 1, kemi
vo=r (1):4—3:1.

Me zévendésimin te formula pér tangjentén kemi y —(—1) = (x—1), ndérsa me rregullimin
ty=x-2.

1
—I(x—l), ndérsa me rregulli-

Me zévendésimin te formula pér normalenn kemi y—(—l)
minn: y=-x

Detyra pér ushtrime:

1
1. Shkruaj barazimin e tangjentés sé funksionit y = — te pika me abshisé x = 1.
X

2. Té caktohet tangjenta e lakores y = Jx gé me pjesén positive té boshtit x formon kénd prej
45",
3. Té gjendet barazimi i tangjentés sé lakores y = x* + x dhe éshté normale né drejtézén

1
=——x+5
Y 2

4. Né cilat pika té lakores y = —x” + x + 2 tangjenta éshté paralele me:
a) boshtin x

b) simetralen e kuadrantit té paré dhe té treté.
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5. Shkruaje barazimin e normales sé lakores y = x* + 5x —1 te pika me abshisé x = 1
6. Shkruaje barazimin e tangjentés dhe normales sé lakores y = (x+1)3/ﬁ te pikat:
a) A(2,3)
b) B(-1,0)
c) C(3,0)
7. Cakto barazimin e normales sé lakorese y = xIn x qé éshté paralele me drejtézény = x + 5.
8. Té caktohet koeficienti i drejtimit té tangjentés dhe normales sé lakores y = x + 5:

a) te pika me abshisé x =1,

13
b) te pika me ordinaté y =—.

9. NEé cilat pika tangjenta e lakores y = In x éshté:
a) éshté normale né drejtézén y = —2x+1
b) paralele me drejtézén 2x—y—1=0.

10. Té gjenden pikat me abshisa té njéjta te té cilat tangjentat e lakoreve y =3x” —4x+1 dhe
y= x® —x—1jané paralele.
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7. ZBATIMI | DERIVATIT NE FIZIKE

Nése themi se largésia prej Velesi deri né Shkup éshté kaluar me shpejtési prej 80km/h, né
até rast,nénkuptohet” me cilén shpejtési mesatare ka lévizur automobili.

Né vazhdim do té shqyrtojmé disa shembuj nga fizike.

Nése me s e shénojmé rrugén e kaluar té pikés materiale M sipas drejtézés p, atéheré pozi-
ta e pikés M né ¢do moment prej kohés ¢ éshté pércaktuar me funksionin s = f(¢),qé né fiziké
njihet si ligji pér lévizje e trupave.

Né momentin 7 pika gjendet né pozitén M,, ndérsa rruga e kaluar éshté s, = f(¢). Me ndryshi-
min e kohés ¢ + Az, pika M, do té gjendet né pozitén M, dhe rruga e kaluar éshté s, = f (¢ + At).
Kemi, se te intervali kohor Az pika M e ka kaluar rrugén As = s, —s, 0se As = f(t + At)— f(¢).

M M M
P — o 0 g 1 &
S As

As _ ft+AD)-f(2)
t

Shpejtésia e pikés materiale éshté caktuar me formulén ~ A , t€ njohur si shpe-
t
jtésia mesatare e pikés (trupit) dhe shénohet me v,

Gjaté lévizjes drejtvizore herési —, pérkatésisht shpejtésia mesatare e pikés materiale ésh-
té konstante. At

Kur lévizja e pikés materiale nuk éshté drejtvizore, atéheré shpejtésia ndryshon né ¢cdo mo-
ment. Nése rritja e kohés Ar mjaft e vogél, atéheré né momentin ¢ pérkatésisht shpejtésia me-
satare do té jeté mjaft afér deri te shpejtésia momentale (e vérteté) té trupit, e cila quhet shpe-
jtésia momentale v.

Sipas ligjit pér lévizje s = f(¢), shpejtésia momentale v né kohén ¢ éshté vlera kufitare e shpe-
jtésisé mesatare, nése ekziston kur Az 0, d.m.th.,

S+ A - f(1)
At

=1

v=Ilmvy, =lim—=lim
At—0 At—0 Af A0

Fituam se shpejtésia momentale e pikés materiale (trupit) qé léviz sipas ligjit s = f(¢) éshté
e barabarté me vlerén e derivatit té funksionit f{#) sipas ndryshores t né momentin ¢, d.m.th.,

v=f")

Le té jeté ¢ koha né té cilén éshté caktuar shpejtésia momentale v = f'(¢). Ndryshimi i shpe-
jtésisé pér ndryshimin e kohés Az, mund ta caktojmé Av = f (¢ + At) — f'(¢).



DERIVATI | FUNKSIONIT

Prej fizikés, éshté e njohur se herési A_ e jep nxitimin mesatar té pikés materiale né in-
t

tervalin [t,t+At] dhe 11moA— éshté nxitimi momental i shénuar me a né momentin ¢, d.m.th.,
f—> t
. Ay 't+AH)— (¢t
azv':hm—:hmf( ) f():f"(t).
At—0 At At—0 At

Kemi se nxitimi i pikés materiale (trupit) qé |éviz sipas ligjit s = f'(¢) éshté vlera e derivatit té
dyté té funksionit f{¢) sipas ndryshimit té  né momemntin ¢, d.m.th., a = f"(,).

Shembulli 1. Njé trup léviz drejtvizorisht me ligjin s() =¢> —6¢> +2 ¢, ku S matet né metro,
ndérsa ¢ né sekonda. Gjeje shpejtésiné dhe nxitimin e trupit né fund té sekondés sé treté ¢ = 3s.

Zgjidhje: Prej kushtit té detyrés ¢t = 3s.
T’i caktojmé derivatet e funksionit dhe té zévendésojmé vlerat e ¢.

Derivati i paré éshté v(t)zs'(t):3t2 —12¢t+12 dhe me zévendésim té vlerés sé ¢ kemi
v(3)=5'(3)=27-36+12=3d.mth,v=3m/s.

Derivati i dyté éshté a(t)zv'(t)=6t—12 dhe me zévendésimin e vlerés sé ¢t kemi

a(3)=v'(3)=18-12=6d.mth.,a=6m/s".

Shembulli 2. Dihet se rruga e kaluar gjaté rénies sé lire té trupit gjendet sipas formulés
1
s :Egtz, ku g =9.81m/ s* &shté nxitimi i tokés. Té caktohet shpejtésia dhe nxitimi i trupit gjaté
rénies sé lire né kohén ¢ = 5s.

Zgjidhje: Dy derivatet e para té funksionit jané: s'= gt dhe s"=g.

Né kohén ¢ = 5s, shpejtésia do té jeté v(5) =s'(5)=g- 5=9.81- 5=49.05m/ s, qé do té tho-
té se né fundté sekondés sé pesté shpejtésia e trupit do té jeté 49.05m/ s.

Né kohén ¢ = 5s, nxitimi do té jeté a(5) = s"(5) = g =9.81m / 5%, qé do té thoté se nxitimi gjaté
rénies sé lire gjithmoné éshté konstant dhe éshté 9.81m/ s°.

Detyra pér ushtrime:

1. Njé trup léviz drejtvizorisht me ligjin s(t) = 4¢° — 4¢* + 5. Gjeje shpejtésiné dhe nxitimin e trupit
né kohén: a) ¢t = 2s, b) r = 10s
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. Dihet se rruga e kaluar gjaté rénies sé liré té trupit gjendet sipas formulés s zégtz, ku
g =9.81m/s* 8shté nxitimi i tokés. Té caktohet shpejtésia dhe nxitimi i trupit gjaté rénies sé
lire né kohén:

a)t=3s, b) ¢ = 1s.

t3
. Prejnjé piké té njéjté fillojné té |évizin dy trupa sipas ligieve s, =¢° —2¢* + 5dhe s, = ?—21‘ +1.

Gjej né cilin moment té dy trupat do té lévizin me shpejtési té njéjté.

. Njé pikeé |éviz drejtvizorisht sipas ligjit pér rrugé té dhéné me barazimin s =%t4 —4r +16¢°,
a) Gjeje shpejtésiné e pikés né ¢farédo moment «.

b) Né cilin moment pika do té jeté né getési?

3 2
. Ligjiirrugés sé njé trupi ésté dhéné me barazimin s = ?—7+ t. Né cilin moment shpejtésia

e trupit do té jeté 5m/s?
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8. ZBATIMI | DERIVATIT. SHQYRTIMI | VUIMIT TE GRAFIKUT TE FUNKSIOMNIT.
SHQYRTIMI | MONOTONISE SE FUNKSIONIT

Me konceptin monotonia e funksionit, d.m.th., rritja dhe zvogélimi i funksionit u njoftuam né
njésiné e dyté modulare.

Té pérkujtohemi né pérkufizimin e monotonisé.

Pérkufizimi. Pér funksionin f{x) me fushén e pérkufizimit D, dhe intervalin (a,b) i cili
zvogélohet te fusha e pérkufizimit, themi se:

e &shté rigorozisht monotone rritése né intervalin (a,b), nése pér ¢farédo x,,x, €(a,b)
té atillé gé x, <x,, vlen f(x,) < f(x,),

e &shté rigorozisht monotone zovgéluese néintervalin (a,b), pér ¢farédo x,,x, €(a,b)
té atillé gé x; <x,vlen f(x,)> f(x,).

Tani do té shikojmé se si me ndihmén e derivatit té funksionit mund ta shqyrtojmé monoto-
niné e funksionit.

Le té jené dhéné funksionet y = f(x) dhe y = g(x) né intervalet (a.b) dhe (c,d) pérkatésisht.

by Vérejmé se tangjenta te pika M e lakores

v = f(x) qé éshté grafiku i funksionit qé
éshté rrités né intervalin (a,b) formon kénd
té ngushté a me pjesén positive té boshtit x,
d.m.th., g > 0.

Prej pérkufizimit pér koeficientin e drejtimit

té tangjentés vijon se pér ¢do x € (a,b),

f'(x)=k =tga>0.

Tangjenta te pika N té lakores y = g(x) qé ~
éshté grafiku i funksionit gé éshté zvogélues né —
intervalin (c,d) formon kénd té ngushté a me
pjesén positive té boshtit x, d.m.th., fga < 0.

Prej pérkufizimit té koeficientit té drejtimit té
tangjentés vijon se pér ¢do x €(c,d), :

He—— == == =P

Q___
/
Il
o
5-%
A

g'(x)=k =tga<0.
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Tani, mund ta shprehim kété pérkufizim:

Pérkufizimi. Funksioni y = f(x) gé éshté difernciabil né ¢do piké prej intervalit (a,b),

e &shté rigorozisht monotone rritése né intervalin nése dhe vetém nése f(x)> 0 pér
¢do x €(a,b),

e &shté rigorozisht monotone zvogélues né intervalin nése dhe vetém nése f’(x) < 0pér
¢do x €(a,b)

* &shté konstante né intervalin nése dhe vetém nése f(x) =0 pér ¢do x €(a,b).

Shembulli 1. Té shqyrtohet monotonia e funksionit f(x) = x* —4x+1.

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit £ (x) = x*> —4x +1éshté D, = R. E caktojmé deri-
vatin e funksionit /'(x) =2x—-4.

Pér ta caktuar intervalin né té cilin funksioni
éshté rrités e zgjidhim pabarazimin f'(x) > 0 vijon
2x—4>0 prej ku vijon se x > 2 d.m.th., x €(2,+x).

(z) = 22 -4z +1

Pér ta caktuar intervalin né té cilin funksioni éshté
zvogélues e zgjidhim pabarazimin f'(x) < 0 vijon \
2x—4 <0 prej ku vijon se x <2 d.m.th., x € (—x,2). g0 1

@
s

Domethéng, funksioni rritet pér x € (2,+) dhe
zvogélohet pér x (- 2). -2

Shembulli 2. Té shqgyrtohet monotonia e funksionit f(x) = x’ —6x* +9x — 4.

Zgjidhje: Fusha e pérkufizimit té funksionit f(x) = x* — 6x” +9x—4 éshté D, = R. E caktojmé
derivatin e funksionit 1'(x) =3x* —12x+9.

Pér ta caktuar intervalin né té cilin funksioni éshté rrités e zgjidhim pabarazimin f'(x) > O prej
ku vijon se 3x> —=12x+9 > 0.

Zgjidhja e barazimit 3x* —12x+9 =0 jané x, =1 dhe x, =3. Duke shfrytézuar ményrén pér
zbérthim té katrorit té trinomit e kemi pabarazimin 3(x—1)(x—-3) >0

Shenja e shprehjeve x —1 dhe x —3 éshté:
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x—1> 0 (shprehja éshté pozitive), pér x >1dhe x —1< 0 (shprehja éshté negative), pér x <1
x—3>0pérx>3dhex—3<0, pérx<3.

Rezultatet mund t’i fusim te tabela ndihmése dhe té caktojmé shenjén e derivatit té paré. Te
kolona e ¢donijérit prej intervaleve ku shprehja éshté positive shkruajmé “+”, port e intervalet
ku shprehja éshté negative shkruajmé “-“.

XX —00 1 3 +00
interval (=o0,1) (1,3) (3,+)
x—1 - + +
x-=3 - - +
f'(x)=3(x-1)(x-3) + - +
Monotoni / N /

Shenja e derivatit f '(x) te tabela fitohet me shumézimin r shenjave té shumézuesve x —1dhe
x —3. Pasi 3 éshté numér pozitiv nuk e ndryshon shenjén e prodhimit.

Varésisht prej shenjés f'(x) kemi se:

nése shenja éshté “+”, d.m.th., f'(x) > 0, atéheré kemi interval ku funksioni rritet,

nése shenja éshté “-”, d.m.th., f'(x) <0, atéheré kemi interval ku funksioni zvogélohet,
Prej tabelés mund té lexojmé se:

Funksioni y = f(x) monotonisht rritet né intervalin (—o0,1) (3, +0),

Funksioni ¥ = f(x) monotonisht zvogélohet né intervalin (1, 3).

Né vizatim grafikisht éshté paragitur funksioni me intervalet e monotonisé.

P

f(z) = 2> —62°+92—4
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. . . - 2x
Shembulli 3. Té shgyrtohet monotonia e funksionit f(x) = L
X
Zgjidhje: te vizatimi grafikisht éshté paragitur funksioni
15’
2 4
'] 4
. o N
_ 4 3 5 l:'1 1 2 3 4
o 2x L]
r) =
f(@) 1+ 2?2
_2 4

Funksioni y = f(x) monotonisht rritet né intervalin (—1,1),

Funksioni y = f(x) monotonisht zvogélohet né intervalin (—og,—1) (1, +0).

Detyra pér ushtrime:
1. Gjeji intervalet ku funksionet rriten, pérkatésisht zvogélohen:
a) f(x)=1-x7
b) f(x)=(x=3)’
c) f(x)zx2 -2x

) f(x)=—x>+4x-3
2. Gjeji intervalet ku funksionet rriten, pérkatésisht zvogélohen:
a) f(x) =X’ +3x2+7

b) f(x)=2x"—3x* —36x+2
c) f(x):x4—8x2
c) f(x):§x3—%x2—6x+3

3. Gjeji intervalet ku funksionet rriten, pérkatésisht zvogélohen:
2

a) f(x)=——

x-1

3x
R
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5x% +8x—1
o f(X)=—7F—
x°+1

¢) f(x)=Inv1+x*

4. Shkruaj intervalet e monotonisé direkt prej grafikut té funksioneve té dhéna

a) f(x)=§x3—x+1 b) f(x)=-3x"+15x" —25x° +15x* -2
Ay £ Ay
3 2
| I
f(l) ~ 2~z +1 21 1 :
3 |
] I
I 1 : & . .
I -2 2 3 4
. l " P
-3 -2 -1 0 1 2 3
_1—
5] f(z) 25 x° \ 15 x*
f _
2x% —2x+2 .
0 f)="20 ¢) f(x)=xe
+1
Ay
3
|
: 2
1
|
: f(x)=x¢€ !
1 |
| I _ X
3 2 % o ‘ 2 3 ‘- f - ol ! 2
o)~ 2 2ak2 :
x4+ 1
2 -2
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SHQYRTIMI | VLERAVE EKSTREME TE FUNKSIONIT

Le té jeté dhéné funksioni y = f(x) qé éshté pérkufizuar né intervalin (a,b). Pkat e grafiut té
funksionit ku ndryshon monotonia e funksionit quhen vlerat ekstreme ose ekstremet e funksionit.

Te ato pika funksioniu arrin vleré mé té madhe (mé té vogél), ndérsa né nivel lokal, vetém né
ato pika.

Pérkufizimi. Funksioni y = f (x) né pikén x = x, dhe x € (a,b) ka ekstrem lokal t& barabarté
me f(x0 ) nése ekziston rrethiné A té pikés x,, (x,—9,x,+0), ashtu qé pér ¢do x i késaj
rrethine éshté plotésuar:

f(x,)2 f(x), atéheré né pikén (x,, f (x,)) ka maksimum lokal,

[ (%)= f(x), atéheré né pikén (x,, / (x,)) ka minimum lokal.

Né vizatim jané paraqitur ekstremet té grafikéve té funksioneve.

Ay A

I |B - (‘Tf]ﬂ f(:'nf]))
- P W — =
rg—o0 T Tro+ 0

/

Kéto ekstreme té karakterit local, pasi funksioni nuk e arrin vlerén e tij mé té madhe dhe mé
té vogél né té gjithé fushén e pérkufizimit. Ato jané pika ku ndryshon vijimi i funksionit, prej rrit-
jes né zvogélim dhe anasjelltas.

Te shembujt vijues do té shqyrtojmé vetiné e derivatit té funksionit né rrethinén e pikés x, né
pikén x, tek e cila do té kemi vleré ekstreme.

Shembulli 1. Cakto vlerat ekstreme té funksionit f(x) = —x" +4x.

Zgjidhje: Ta caktojmé derivatin e funksionit, /'(x) =—2x+4
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f'(x)>0, nése —2x+4>0d.m.th., x < 2. Vijon se pér x € (- 2) funksioni rritet.
f'(x)<0, nése -2x+4 <0 d.m.th., x > 2. Vijon se pér x € (2,+o0) funksioni zvogélohet.
Pérx=2, f'(2)=0.

Domethéng, kur argumenti x kalon shy
népérmjet pikés x, = 2, derivati i paré e PN Amaz
ndryshon shenjén prej pozitiv né negative,
pra funksioni ka maksimum né x, =2 gé

éshté

pikén s 1
-1if(x) = 4

[NCY P I U -

A = (2, 4) funksioni ka maksimum 4,

Shembulli 2. Cakto vlerat ekstreme té funksionit f(x) = x> —4x+3.
Zgjidhje: Ta caktojmé derivatin e funksionit, /'(x) =2x—4.
f'(x)>0, nése 2x—4 > 0d.m.th., x > 2. Vijon se pér x €(2,+c0) funksioni rritet.
f'(x) <0, nése 2x—4 <0d.m.th., x < 2. Vijon se pér x € (—,2) funksioni zvogélohet.
Pérx=2, f'(2)=0.

Domethéng, kur argumenti x kalon
népérmjet pikés x, = 2, derivati i paré e
ndryshon shenjén prej negativ né pozitiv,
pra funksioni ka minimum né x,=2 gé
éshté

Ymin =f(2)=22 -4- 2+3=-1 dmth,

né pikén B = (2,-1) funksioni ka minimum
B

min

Vérejtje: Nése funksioni y = f(x) ka ekstrem né pikén x,, atéheré ose f'(x,)=0 ose nuk
ekziston.

Shembulli 3. Té caktohet ekstreme i funksionit f(x) = |x| +1




DERIVATI | FUNKSIONIT

Zgjidhje: Grafiku i funksionit éshté
paragitur nga e djathta.

Funksioni né intervalin (—o0,0) zvogélohet,
ndérsa né intervalin (0, +) rritet. Pér
x =0, vlera e funksoinit éshté £{0) = 1.
Funksioni ka minimum né pikén 4 = (0,1).

Por funksioni nuk éshté diferenciabil né
pikén x = 0, pasi nga e majta /'(0) =—1,
ndérsa nga e djathta /'(0) =1

Vérejtje: Né vazhdim do té shqyrtojmé shembuj ku funksioni éshté diferenciabil né pikén ku
ka ekstrem.

Né bazé té shembujve paraprak mund té pérkufizojmé ményré me té cilén i caktojmé ekstre-
met e funksionit y = f(x).

Ményra pér caktimin e ekstremit té funksionit y = f(x)

1) Caktohet derivati i paré f'(x) zgjidhet barazimi f'(x) = 0 dhe gjenden zgjidhjet x = x;
péri=1,2,3,...nése ekzistojné. Caktohen pikat (xl.,f(xi)), técilat jané pika stacionare
dhe ekstreme té mundshme.

2) E shqyrtojmé shenjén e f'(x) né rrethinén e pikes x = x,, dhe poashtu:

- Nése shenja e f'(x) ndryshon prej f'(x) < 0 (prej negatives), né f'(x) > 0 (né poziti-
ve), atéheré funksioni f(x) ka minimum né pikén (x,../'(x,)),

- Nése shenja e f'(x) ndryshon prej f'(x) > 0 (prej pozitives), né f'(x) < 0 (né negati-
ve), atéheré funksioni f'(x) ka maksimum né pikén (xi,f(xi)),

- Nése shenja e f'(x) ndryshon, atéheré funksioni f(x) nuk ka ekstrem né pikén

(xl.,f(xl.)).
Shembulli 4. Té gjenden ekstremet e funksionit f(x) = x> —2x—3.

Zgjidhje: Sé pari derivatin e funksionit f(x) = x* —2x—3 éshté f'(x) = 2x—2. Pastaj e ba-
razojmé derivatin e paré me zero 2x—2 =0 dhe e gjejmé abshiséne pikés stacionate 2x = 2,
d.m.th., x = 1.
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E gjejmé ordinatén e pikés stacionare by
2
—12_9.1_3=_ oy L2 g
f(l)—l 2-1-3=—-4. ;‘(.:)1 -2z —3
Ajo éshté pika A(1,—4). X
-2 o0 1 2 4

Pér té caktuar vallé né pikén A funksioni ka ekstrem -1
e shqyrtojmé shenjén e derivatit té paré né intervalin )
(=0 1) dhe (1, +x).

Pér x € (-, 1), derivati i paré f'(x) <0, pra funksioni i

A=(1,-4
zvogélohet. -4

Pér x € (1,+0), derivati i paré f'(x) >0, pra funksioni
rritet.

Vijon né pikén 4 (1,—4) funksioni f'(x) = x* —2x -3 ka minimum.

Shembulli 5. Té caktohet ekstremi i funksionit f(x) =1 —{/x_z.

2
Zgjidhje: E gejmé derivatin e paré té funksionit f(x) =1-:/x*, qé éshté f'(x) =— T E bara-
x

2
zojmé derivatin e paré me zero —W =0d.m.th., -2 = 0 barazimi nuk ka zgjidhje., ndérsa derivati
X
i paré nuk ekziston pér x = 0, ndérsa vlera e funksionit éshté f(0) =1 —%/0_2 =1. Kemi pikén 4(0,1)
Pér té caktuar vallé né pikén A4 funksioni ka ‘y
ekstrem e shqyrtojmé shenjén e derivatit té 2 1
paré né intervalet (-0, 0) dhe (0, +0).

19 .
Pér x € (- 0), derivati i paré f'(x) >0, pra Amazx
funksioni rritet.

3 -2 10 1 2 é(-
Pér x € (0,+0), derivati i paré f'(x) <0, pra
funksioni zvoglohet. - _ =151

Vijon né pikén 4(0,1) funksioni f'(x) —1-3x*
ka maksimum.

Vérejtje: Te shembujt 3 dhe 5 funksioni nuk éshté pérkufizuar né pikén ku ka ekstrem.

Nése funksioni y = f(x) éshté dy heré diferenciabile né pikén x,, atéheré ményra pér cakti-
min e vlerave ekstreme mund té realizohet dhe me zbatim té derivatin e dyté.
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Funksioni y = f(x) le té keté derivate té paré dhe té dyté né pikén x,. Me shenjén e deriva-
tit té paré f'(x) mund té caktojmé se funksioni f{x) rritet ose zvogélohet né rrethinén e pikés x,
Né ményré té ngjashme me ndihmén e shenjés sé derivatit té dyté /’(x) mund té caktojmé vallé
[ (x) rritet ose zvogélohet né rrethinén e pikés x,,.

Né pikén x, funksioni le té keté maksimum. Kjo do té thoté se derivati i paré i funksionit maj-
tas prej pikés x, éshté pozitiv (pasi funksioni rritet), né x, vlera éshté 0 dhe djathtas prej pikés x,
éshté negative (pasi funksioni zvogélohet, atéheré derivati i paré zvogélohet. Prej pérkufizimit
pér monotoni vijon se derivati i funksionit /' (x) qé éshté f’(x) negative d.m.th.,. f"(x) <0 né rre-
thinén e pikés x,,.

Ngjashém, né pikén x,funksioni le té keté minimum. Kjo do té thoté se derivati i paré i funksi-
oni majtas prej pikés x, éshté negative (pasi funksioni zvogélohet) né x, vlera éshté 0 dhe djathtas
prej pikés x, éshté pozitiv (pasi funksioni rritet), at€heré derivati i paré rritet. Prej pérkufizimit
té monotonies vijon, derivati i funksionit f'(x) gé éshté f "(x) éshté pozitiv, d.m.th., f"(x) <0
né rrethinén e pikés x,,.

Duke e shfrytézuar kété ky mendim, mund té shkruajmé edhe njé ményré pér caktimin e
ekstremit té funksionit.

Ményra e dyté pér caktimin e ekstremit té funksionit y = f(x)

1) Caktohet derivati i paré f”(x), zgjidhjet barazimi f”(x)= 0 dhe gjenden zgjidhjet x = x,
péri=1,2,3,...nése ekzistojné. Caktohen pikat(x,.,f(x[. )), té cilat jané pika stacionare dhe
pika té mundshme pér ekstrem.

2) Caktohet derivati i dyté /7 (x) dhe njehsohet f”(xi )
Nése £ (x,) <0, atéheré f (x)ka maksimum lokal né pikén (.. /' (x;)),
Nése f”(x,) >0, atéheré £ (x) ka minimum lokal né pikén (xi,f(xl.)),
Nése /™ (x,) =0, até[heré nuk mundet t& caktohet ekstremi.

Shembulli 6. Té caktohen ekstremet e funksionit f(x) = x* —2x—3. (Funksioni éshté i
njéjté prej shembullit 4, ndérsa tani do té zgjidhim me ményrén e dyté)

Zgjidhje: E gjejmé derivatin e paré té funksionit £ (x) = x> —2x—3 qé éshté
f'(x)=2x-2.

E barazojmé derivatin e paré me zero 2x—2 =0 dhe e gjejmé abshisén e pikés stacionare
2x=2d.m.th., x=1
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E gjejmé ordinatén e pikés stacionare Ay
f()=1?-21-3=—4 2

Pika &shté A (1,— 4), o

E gjejmé derivatin e dyté té funksionit
[0 =2,

E shgyrtojmé shenjén e derivatit té dyté te
x=1, f"(1)=2>0.

Vijon, funksioni f(x) ka minimum te pika
A(,-4).

Né vizatim éshté paraqitur grafiku i 5
funksion it.

Shembulli 7. Té gjenden ekstremet e funksionit f(x) = al %
x_

2

é éshté
B q

x
Zgjidhje: E gjejmé derivatin e paré té funksionit f(x) =

(¥ -3) -2 (x"-3)(r=2)' 2x(x-2)-(*~3)- 1 _
(x—Z)2 (X—Z)z

f'x)=

B 2x* —4x—x*+3 B x*—4x+3
(x-2)° (x—2)

E barazojmé derivatin e paré me zero dhe e
gjejmé abshisén e pikés stacionare f'(x) =0

2 8
dmth, T2 b
(x—2) B 1
A=(3,6)
Thyesa do té jeté e barabarté me 0 nése 4
numeéruesi éshté i barabarté me 0, d.m.th,, B=(1,2)

X —dx+3=0. /"\

Zgjidhjet e barazimit jané x, =3 dhe x, = 1. 4 40 2 4 65 8
| gjejmé ordinatat e pikave stacionare 2 fla) = x" =3
6 -2 ] N T —2
f(3):T:6dhef(l):—1:2. B
-5

Pikat stacionare jané A(3,6) dhe B(1,2)
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E gjejmé derivatin e dyté té funksionit,

700 = (x2 —4x+3)'(x—2)2 —(x24—4x+3)((x—2)2)' _
(x=2)

Qx4 x-2) —(x* —4x+3)-2(x—2) B (x=2)((2x—4)(x-2)-2(x" —4x+3))
B (x-2)* - (x—2)"

(x—2)(2x2—4x—4x+8—2x2+8x—6) 2
- (x—2)* C(x-2)

E shgyrtojmé shenjén e derivatit té dyté né ato pika:

2
Te pika e dyté 4(3,6), f"(3)= G =2>0,

dhe te pika B(1,2), f"(1) =

(1_2)3 =-2<0.

Vijon, te pika 4(3,6) funksioni f(x) ka minimum, ndérsa né pikén B(1,2) funksioni f(x) ka
maksimum. Ekstremet grafikisht jané paraqitur te figura.

Detyra pér ushtrime:

1. Té gjenden ekstremet e funksionit me ményrén e paré:

) 19" o) )=+ 1
c) f(x)=x"=x"—x—1 ¢) f(x)zlnx+l
X
d) f(x)=2= dh) f(x)zlx3—x2—3x
X 3

2. Té gjenden ekstremet e funksionit me ményrén e paré:

2
) f(x)=2 b) f(x) ="+

x+3 X




o) f(x)=1+x+x>—x

d) f(x)=4-9x+6x"—x’

3. Té gjenden ekstremet e
funksionit

34—10x+x’
X)=——
/) 2x-10
dhe sipas grafikut (pa gjetjen
e derivatit té dyté) té caktohet
karakteri i tyre. Ekstremet lokale té
shénohen te grafiku.

4. Té gjenden ekstremet lokale té
funksionit

2
x +3x-3
X)=———
/) x*=3x+3
dhe sipas grafikut (pa gjetjen
e derivatit té dyté) té caktohet
karakteri i tyre. Ekstremet lokale té
shénohen te grafiku
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l+Inx

¢) f(x)=

X

dh) f(x)=x"-3x"-9x

[
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SHQYRTIMI | KONVEKSITETIT DHE KONKAVITETIT TE FUNKSIONIT. PIKAT E INFLEKSIONIT TE
FUNKSIONIT

Paraprakisht, konstatuam se monotonia e funksionit mund té caktohet sipas shenjés sé de-
rivatit té paré. Derivati i dyté, pérkatésisht shenja e tij, gjithashtu éshté lidhur me njé veti gjeo-
metrike té grafikut té funksionit, ndérsa ajo éshté lakimi i funksionit (dalja/futja).

Pérkufizimi.
e Funksioni y =f(x) éshté konkav (i futur), né intervalin (a,b), nése pér ¢do piké
X, €(a,b) pjesa prej lakores né até interval éshté mbi tangjentén e térhequr te pika

M, (xoaf(xo))-

e Funksioni y=f(x) éshté konveks (i dalé), né intervalin (a,b), nése pér ¢do piké
x, €(a,b) pjesa prej lakores né até interval éshté nén tangjentén e térhequr te pika

M, (anf(xo))-

Si me ndihmén e derivatit té caktojmé konveksitetit dhe konkavitetin e funksionit?

Pér caktimin e intervaleve té konveksitetit dhe konkavitetit té funksionit té dhéné y = f(x)
mund ta shfrytézojmé derivatin e dyté té funksionit.

Ta shqyrtojmé lakoren f(x)=x" —6x> +9x—1.

Nxénésit mud ta shfrytézojné apletin dh eta zhvendosin pikén 7. Ta vérejmé pozitén e tang-
jentés né lidhje me lakoren. Cka mund té pérfundohet?

Dritare algjebrike ) Sipérfagja pér té vizatuar X
f(x) = x> — 6 x4 by

A=(2,1) 34T

A =(2,0)

g=1 7

T =(0.64, 2.57) A=(2 1

t:y=253x+0.95

‘5-<

fz)= a*—62°+92—1

https://www.geogebra.org/m/dgzmzus4

Derivati i paré dhe i dyté té funksionit jané f'(x)=3x" —12x+9 dhe f"(x) =6x—12. Nése
derivatin e dyté e barazojmé me 0, f"(x) =0, e fitojmé barazimin 6x —12 = 0. Zgjidhje e barazi-
mit éshté x = 2.
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Prej fushés sé pérkufizimit e largojmé pikén stacionare te derivati i dyté dhe e ndajmé né dy
interval (—og,2) dhe (2, +00).

Nése marrim dy vlera x,,x, €(—2), ashtu gé x, <x,, atéheré vlerat e derivatit té paré
f'(x))> f'(x,), d.m.th., vlera e derivatit té paré do té zvogélohet prandaj f "(x) <0. Gjithashtu,
nése e shqyrtojmé tangjentén e funksionit né kété interval, grafiku i funksionit gjendet nén tan-
gjentén né té gjithé intervalin.

Nga ana tjetér, pér x € (—,2), vlera e derivatit té dyté éshté f "(x) <0.

Vijon funksioni y = f(x) éshté konveks (i dalé) né intervalin (—,2).

Nése marrim dy vlera x,,x, €(2,4+), ashtu gé x, <x,, atéheré vlerat e derivatit té paré
f'(x) < f'(x,), d.m.th., vlera e derivatit té paré do té rritet prandaj f "(x) > 0. Gjithashtu, nése

e shgyrtojmé tangjentén e funksionit né kété interval, grafiku i funksionit gjendet mbi tangjen-
tén né té gjithé intervalin.

Nga ana tjetér, pér x € (2,+), vlera e derivatit té dyté éshté 1 "(x) > 0.
Vijon funksioni y = f(x) &shté konkav (i futur) né intervalin (2, +o0)

Si quhet pika ku derivati i dyté éshté i barabarté me 0 dhe né intervalet majtas dhe djathtas
prej tij shenja e derivatit té dyté éshté i ndryshém?

Pérkufizimi. Pikat e lakores gé e ndajné intervalin ku lakorja e ndryshon lakimin e saj— prej
daljes né hyrje dhe anasjelltas quhet pika e infleksionit té lakores.

Ményra pér caktimin e pikave té infleksionit dhe intervalet e daljes dhe hyrijes.
1) Caktohen pikat pikave té infleksionit (xl.,f(xl.)) téi=1,2,3,...cilat jané pika té mundsh-

me té infleksionit me zhvendosje té f"(x) dhe zgjidhja e barazimit f"(x) =0,

2) Pikat e gjetura (zgjidhje) té barazimit f"(x) = 0iradhisim sipas madhésisé dhe e caktoj-
mé shenjén e f"(X) né cdo interval ndérmjet rrénjéve té fituara prej barazimit. Poashtu:

- Néintervalin ku f"(x) <0, funksioni éshté i dalé (konveks),
- Néintervalin ku f"(x) >0, funksioni éshté i futur (konkav),
- Nése f"(x) e ndryshon shenjén gjaté kalimit népér ndonjé prej rrénjéve té fituara,
atéheré ajo vleré éshté abshisa e pikés sé infleksionit.
Shembulli 1. Té caktohen intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit dhe pikat e infleksionit té
funksionit f(x) = —2x’ +9x* —4x—5.
Zgjidhje: Derivati i paré dhe i dyté i funksionit jané f'(x) = —6x" +18x—4 dhe
f"(x)=—12x+18.
3
Barazimi f"(x) =0d.m.th., —12x+18 = 0, ka zgjidhje x =—. Edhe derivati i dyté éshté pérku-
fizuar pér ¢do numér real. 2
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Prandaj bashkésia e numrave realé éshté ndarél né dy interval [—oo,%} dhe L%,+OOJ.

Pér x € —OO,E , vlera e derivatit té dyté éshté f"(x) > 0. Vijon se funksioni y = f(x) éshté

konkav (i futur) né intervalin [—oo,ij.
2

3
Pér x e(—,+oo , vlera e derivatit té dyté éshté f"(x) < 0. Vijon se funksioni éshté konveks (i
dalé) né intervalin [%,+oo}

Pasim majtas dhe djathtas prej pikés me abshisé x =— ka shenjé té ndryshme, vijon se pika

A[%,f{%j} éshté piké e infleksionit té funksionit té dhéné.

3 ’ ? 35
Pér x =—, kemi f i =-2- 3 +9. 3 —4-2—5:2,d.m.th., pikad| —,— | éshté piké e
2 2 2 2 2 2 22

infleksionit té funksionit.

Te figura éshté paragitur grafiku i funksionit.

’. 15‘Iy

22349 Y

Detyra pér ushtrime:

1. Té caktohen intervalet e konveksitetit dhe konkavitetitz dhe pikat e infleksionit té funksionit

fx)=x"(1-x),

2. Té caktohen intervalet e konveksitetit dhe konkavitetitz dhe pikat e infleksionit té funksionit
6

f(x)=x-2———.

x 1

3. Té caktohet parametri a, ashtu qé lakorja y = x° +ax” +1 ka piké té infleksionit P(1, y).

x+1
4.Té vértetohet se funksioni y =—; " ka tri pika té infleksionit té cilat shtrihen te drejtéza e njéjteé.
X"+
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SHQYRTIMI | VJIMIT DHE SKICIMI | GRAFIKUT TE FUNKSIONIT

Deri tani vérejtém se si me ndihmén e derivatit té paré dhe té dyté té funksionit té dhéné
shgyrtohen disa veti té tij, sikurse jané: monotonia, vlera ekstreme, lakimi dhe pikat e infleksio-
nit. Me vlerén kufitare té funksionit shqyrtohen: asimptotat dhe vijueshméria e funksionit. Me
shgyrtimin edhe té vetive té tjera: cift, tek, periodiciteti, prerje me boshtet koordinative, fitohen
mjaft pika prej funksionit gqé té mund ta skicojmé grafikun e tij.

Pér ta skicuar grafikun e funksionit f (x) i caktojmé:
1) Fusha e pérkufizimit té funksionit;
2) Cift, tek, periodikcteti i funksionit;
3) Piképrerjet e grafikut té funksionit me boshtet koordinative (zero dhe prerje me boshtin y);
4) Asimptotat e funksionit;
5) Vlerat ekstreme, natyra e tyre dhe intervalet e,omotonisé sé funksionit;
6) Pikat e infleksionit pér lakimin;
7) Skicimi i grafikut té funksionit.

Né bazé té té dhénave té fituara skicohet grafiku i funksionit. Eshté e preferueshme té gjitha
té dhénat e fituara me shqyrtim analitik gradualisht té futen né sistemin koordinativ qé té vére-
het vijimi dhe té skicohet grafiku i funksionit.

Shembulli 1. Té shqyrtohet dhe té skicohet grafiku i funksionit y = x* —3x +2.
Zgjidhje: E shqyrtojmé vijimin e funksionit sipas ményrés sé dhéné.

1) Pasifunksioni &shté polinomial, fusha e pérkufizimit té funksionit éshté bashkésia e nu-
mrave realé, d.m.th,, D,=R.

2) Cift dhe tek. Fusha e pérkufizimit éshté bashkési simetrike. Prandaj caktojmé
f(=x)=(=x)’ =3(-=x)+2=—x" +3x+2=—(x’ -3x-2).
Pérfundojmé se funksioni nuk éshté as cift, as tek.

Nuk éshté funksion periodik. Periodikcteti éshté e pranishme mé sé shpeshti te funksionet
trigonometrike, prandaj nuk do ta shgyrtojmé né ¢do detyré.

3) Piképrerjet e grafikut té funksionit me boshtet koordinative.
Zerot e funksionit.

E barazojmé funksionin me zero, d.m.th., x’ =3x+2=0. Me prove mund té caktojmé
se x = 1 éshté rrénjé e barazimit I’ =3-1+2 =0. Pasi x = 1 éshté rrénjé e kétij barazimi, pér t’i
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caktuar rrénjét tjera do ta pjesétojmé polinomin me x — 1 dhe do té fitojmé herés polinom pér
njé shkallé mé té vogél dhe mbetja 0, vijon

(X =3x+2):(x—)=x>+x-2

X Fx°
x—3x+2
—-x*Fx
—-2x+2
F2x+2
0

Prej barazimit x> + x—2 =0, i gjejmé edhe zerot tjera. Me zgjidhjen e barazimit katror sipas
formulés x,,, = M, kemi x, = %4_3 =1ldhex, = % =-2
x =1, éshté zero e dyfishté d.m.th., funksioni e prek boshtin x dhe ajo éshté pika 4(1,0),
= -2, éshté zero, d.m.th., funksioni kalon népér pikén B(-2,0).

Piképrerja me boshtin y.

Zévendésojmé pér x = 0 te funksioni dhe fitojmé y = £(0) =0’ —3-0+2 = 2. Piképrerija e fun-
ksionit me boshtin y éshté pika C(0, 2).

4) Asimptotat e funksionit

Asimptoté horizontale nuk ka, pasi

3
}ifw-3x+2>=£2zx3[x—3-3—f+%] =}if3wx3[1—iz+% —

X X X X X

Asimptoté vertikale nuk ka, pasi fusha e pérkufizimit té funksionit éshté D, = R dhe nuk ka
vlera kritike.

Asimptoté té pjerrét nuk ka

3
. X .ox =3x+2 .
lim J( ):hm = lim
x—>too X X—xtoo X x—>xtoo X xX—xtoo

Vérejtje: Funksioni polinomial nuk ka asimptota.

5) Vlerat ekstreme, natyre e tyre dhe intervalet e monotonisé.
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Nése derivati i funksionit y'= f'(x) =3x* —3. Nése e barazojmé me 0, e fitojmé barazimin
3x* —=3=0d.m.th., x* = 1. Zgjidhjet e barazimit jané x, =1 dhe x, =—1.

Nése x, =1, atéheré y(1)=1-3- 1+2=-2+2=0. Vijon se E, (1,0).
Nése x, = —1, atéheré y(—1) = (=1)’ =3(=1)+2 = —1+3+2 = 4. Vijon se E,(—1,4).
Pikat £, (1,0) dhe E,(—1,4) jané ekstremet e mundshme té funksionit.

Me njehsimin e shenjés sé derivatit té paré té funksionit prej shenjés sé ¢farédo vlere prejin-
tervaleve (—og—1), (—1,1) dhe (1,4+90) mund té caktojmé intervalet e monotonies dhe ekstremet.

x —o0 -1 1 o0
interval (—o0,—1) (-1,1) (1,+0)
f(x)=3x*-3 f'(-2)=9>0 | f'(0)=-3<0 | f'2)=9>0
Monotonia / N /

Viera e f(x) 4
Pika E, E,

Fitojmé se te E, (1,0) = 4 funksioni ka minimum, ndérsa né E, (—1,4) funksioni ka maksimum.
Intervalet e monotonies jané:

flx) éshté monotono rritése pér x € (- —1) U (1, +0),

flx) éshté monotono zvogélues pér x € (—1,1).

6) Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit.

Pér funksionin y = x> —3x+2, derivati i paré éshté y =3x° —3, ndérsa derivati i dyté éshté
y"=6x

Pér t’i caktuar intervalet e lakimit derivatin e dyté e barazojmé me me 0, y" = 0. E fitojmé ba-
razimin 6x =0, qé ka zgjidhje x = 0.

Nése x = 0, atéheré y(0) =0’ -3-0+2 =2, Vijon se P(0, 2).
Pika P(0, 2) éshté piké e mundshme e infleksionit té funksionit.

Me njehsimin e shenjés sé derivatit té dyté té funksionit prej shenjés sé ¢farédo vlere prejin-
tervaleve (—o0,0) dhe (0,+00) mund t’i caktojmé intervalet e lakimit.
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X —00 0 +00
interval (—0,0) (0,+0)

f"(x)=6x f'"D=-6<0 f"1)=6>0

Lakimi N U
Vlerae f(x) 2
Pika P

Pérx € (- 0), f(x)éshté konvekse (e dalé),
Pér x €(0,+x), f(x)éshté konkave (e futur).

Né pikén P(0,2)= C,pasi ndryshon shenja e derivatit té dyté funksioni ka piké té renfle-
ksionit.

7) Grafiku i funksionit y = x> —3x +2 éshté
ly

Vérejtje: Pér té vizatuar mé lehté funksionet, pas mbarimit té shqyrtimit, éshté e preferuesh-
me té skicohet grafiku edhe né geogebér. Né kété ményré nxénésit né ményré té pavarur do ta
kontrollojné zgjidhjen e fituar.

Shembulli 2. Ta shqyrtojmé vijimin dh eta skicojmé grafikun e funksionit
Zgjidhje:
f(x) =3x" - 6x

E vizatojmé grafikun e funksionit né Geogebér me shénimet e funksionit né
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fushén pér futje dhe i caktojmé vlerat pérkatése té funksionit me kéto urdhéra:
Pér ekstren té funksionit urdhéri: Ekstrem (f)
Pér pikén e infleksionit té funksionit urdhérin: Pika e infleksionit (f)
Pér piképrerjet me boshtin y me urdhérin: Prerje (fx = 0)
Pér piképrerjet me boshtin x me urdhérin: Prerje (f;y = 0)
Pér asimptotat e funksionit urdhéri: Asimptota (f).
Te “Dritarja algjebrike” né Geogebér jané shkruar koordinatat e té gjitha pikave té fituara.

f(x) =3x’—6x° 4!51
B = (1.1, -3.15) A
A=(-1.1, 3.15) 5
E = (0.77, -1.95) c
D= (0, 0) 2]
C = (-0.77, 1.95)
F=(1.41,0) ]
-1.41, 0)
@ R <) D JF  x
3 -4 -3 -2 -1 a 1 2 3
s N
. E
- -2
of i

https://www.geogebra.org/m/d6p3weqy

2

Shembulli 3. Té shqyrtohet dhe skicohet grafiku i funksionit y = i T
x_

Zgjidhje: E shqyrtojmé vijimin e funksionit sipas skemés sé dhéné.
1) Fusha e pérkufizimit.

Pasi funksioni éshté racional thyesor pér caktimin e fushés sé pérkufizimit duhet ta zgjidhim
barazimin x —1=0d.m.th., x =1 dhe zgjidhjet ta pérjashtojmé prej bashkésisé sé numrave realé.
Vijon D, = R\ {ljd.m.th., D, = o0,1) U(l,+0)

2) Cift dhe tek.

Fusha e pérkufizimit D, nuk éshté simetrike, nuk ka nevojé edhe té shqyrtohet f(—=x). Pérfun-
dojmé se funksioni nuk éshté as cift, as tek.

3) Piképrerjet e grafikut té funksionit me boshtet koordinative.

2

Piképrerja me boshtin x, fitohet nése f(x)=0d.m.th., zgjidhet barazimi al " =0.
x_

Thyesa do té jeté e barabarté me 0, nése numéruesi éshté i barabarté me 0, d.m.th., x> =0.
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Zgjidhje e barazimit éshté x = 0.

Vijon, 4(0,0) éshté zero e dyfishté.

2

Piképrerja me boshtin y fitohet kur x = 0. Kemi £(0) = 00

= 0. Pika puthitet me piképrerjen
me boshtin x, d.m.th., ajo éshté pika 4(0,0). -1

4) Asimptotat e funksionit.

a) Asimptota vertikale e funksinit mund té keté pér x = 1, pasi fusha e pérkufizimit ésh-
te Df = R\ {1}, d.m.th., vlera kritike éshté x = 1.

T’i caktojmé vlerén kufitare té majté dhe té djathté pérx = 1.

Vlerén kufitare té majté do ta caktojmé nése fusim x=1-4 ku 2> 0 dhe 7 —>0

2 2 2
d.m.th, lim—— = lim {2 1220400
- x—=1 0 ]1—=h—=1 hr>0 —h
Vlerén kufitare té djathté do ta caktojmé nése fusim x=1+%4 ku 2 >0 dhe 7 —>0
. oxr . (+h)?* . 1-2h+h?
d.m.th,, im——=1im =1lim =400

ol x—1 h0]4h—1 o0
Fitojmé se asimptota vertikale éshté drejtéz x = 1, ku grafiku prej té djathtés af-
rohet prej anés sé larté té asimptotés, ndérsa prej té majtés prej anés sé poshtme
té asimptotés.

b) Asimptota horizontale

2 2

lim —~— = lim — lim —— =+,
x—too x — | X—>to0 X 1 X—>too 1
x| ——— l1——
Funksioni nuk ka asimptoté horizontale.
c) Asimptoté e pjerrét éshté drejtéza y = kx + n.
xZ
- 2 2
) ) _ ) ) ) 1
k:hmf(x):hmx L fim—Y— —1lim al =lim =1
x>ty x—o0  y X—0 x(x_l) x>0, 1 X—0 1
x| == 1-—
X X

=1

2 2 2 1
n=lim (f(x) ko) = lim| 2——1- x| =tim| ==X Y| cfim—X _ —lim
x—>+ o | X—0 x—1 X—0 1 X—>0 1
x| 1—— 1——
X

X

Asimptota e pjerrét e funksionit éshté drejtéza y = x + 1.
Té caktojmé se si sillet grafiku i funksionit né lidhje me asimptotén e pjerrét.
E njehsojmé ndryshimin:
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2 2 _ 2 2
X _(x+1)=x (x+D)(x 1)=x X +1= 1
x—1 x—1 x—1 x—1

S(x)-y=
E caktojmé shenjén e tij né lidhje me argumentin x.

1
Pasi % > (0 pér x > 1, vijon se lakorja éshté mbi asimptotén pér x > 1, ndérsa pasi —1 <0
X — X —

pér x <1, vijon se lakorja éshté nén asimptotén kur x < 1.

5) Vlerat ekstreme, natyra e tyre dhe intervalet e monotonisé.

e barazojmé me 0, e fito-

x> | 3 2x(x—1)—x> B x*—2x
x—1

=17 (=D
jmé barazimin x*> —2x =0, d.m.th., x(x —2) = 0. Zgjidhjet e barazimit jané x, =0 dhe x, = 2.

Nése derivatin e funksionit ' =(

2
Nése x, =0, atéheré y(0) = OO " :%= 0. Vijon E, (0,0).
; T 22 4 .
Nése x, = 2, atéheré y(2) = 51 :T =4. Vijon E,(2,4).

Pikat £, (0,0) dhe E,(2,4) jané ekstremet e mundshme té funksionit.

Njehsohet shenja e derivatit té paré té funksionit prej shenjés gé fitohet kur zévendésojmé
¢farédo vleré prej intervaleve (—o0,0), (0,1), (1,2) dhe (2,+) te derivati i paré. Pasi derivati i
paré nuk éshté pérkufizuar te pika x = 1 pika pér ndarje té intervaleve merret edhe pika 1. Prej
tabelés do té caktojmé intervalet e monotonies dhe ekstremet.

X —00 0 1 2 +00
interval (—o0,0) (0,1) 1,2) (2,+)
' _x2—2x o3 |1 _ |3 _ Ay S
f(x)_(x—l)2 f( 1)_4>0 f{zJ 3<0 f(z] 3<0 f(3)_4>0
Monotonia / N N N
Vlerae f(x) 0 / 4
Pika E, / E,

Domethéné fitojmé se te E, (0,0) = 4 funksioni ka maksimum, ndérsa te E,(2,4) funksioni
ka minimum.

Intervalet e monotonies jané:
Pér x € (—0,0) U (2,+x), f(x)éshté monotono rrités,
Pérx €(0,1)U(1,2), f(x)éshté monotono zvogélues.
6) Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit.
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2

2
-2
Pér funksionin y = T derivati i paré éshté y' :x—lf, ndérsa derivati i dyté éshté:

xX— (x=1
W x> —2x ’_(2x—2)(x—1)2—(x2—2x)' 2- (x=1)
Yoy ) T 1)’ )
CGD(@x-2)r D=2 -2x) 23 —2x-2x+2-2x%+4x 2
B (x-D* B (x-1)° (a1

Pér t’i caktuar intervalet e lakimit derivatin e dyté e barazojmé me 0, y"=0. E kemi barazi-
min 0 = 2, qé nuk ka zgjidhje.

Funksioni nuk ka piké té infleksionit.

Derivati i dyté nuk éshté pérkufizuar pér x = 1.

Njehsohet shenja e derivatit té dyté té funksionit né intervalet (—o 1) dhe (1, +) gé té mund
t’i caktojméintevalet e lakimit.

X —00 1 +00
interval (—o0,1) (1,+20)
2
S'(x) = - f"(0)==2<0 f"2)=2>0
(x=1)
Lakim ) U
Vlera e f(x) /
Pika /

Pérx e (—x1), f(x)éshté konveks (e dalg),

Pérx € (l,+00), f(x)éshté konskav (e futur).
2

éshté:

7) Grafiku i funksionit y = al

v 1

Iy

—— e e
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x2

Shembulli 4. Té shqyrtohet vijimi dhe té vizatohet grafiku i funksionit y = x- e 2.

Zgjidhje: E shgyrtojmé vijimin e funksionit sipas skemés sé dhéné.
1) Fusha e pérkufizimit éshté D, = R.
2) Funksioni i giftézisé.
D, éshté fushé sir’r;etrike. 2
f(=x)=—x-e ( ;) =—X- eix7 =—f(x), vijon funksioni &shté tek. Grafiku i funksionit éshté si-
metrik né lidhje me fillimin e koordinatave.

3) Piképrerjet e grafikut té funksionit me boshtet koordinative.

x2

Piképrerja me boshtin x, fitohet nése f(x) =0, d.m.th., zgjidhet barazimi x - e 2 =0.
Barazimi do té jeté i barabarté me 0, nése x = 0.

Domethéné A4(0,0) éshté zero e funksionit.

02

Piképrerja me boshtin y fitohet kur x = 0. Kemi f(0)=—-0-e 2 =-0-¢° = 0. Pika puthitet me
piképrerjen me boshtin x, d.m.th., ajo éshté pika 4(0,0).

4) Asimptotat e funksionit

a) Asimptota vertikale. Pasi fusha e pérkufizimit té funksionit éshté gjithé bashkésia e
numrave realé vijon se funksioni nuk ka asimptota vertikale.

b) Asimptota horizontale.

xl

. -~ .. X
lim x-e 2 =lim—=0
x—> too x> oo X

eZ

Drejtéza y = 0 éshté asimptoté horizontale e funksionit.
Se si sillet grafiku i funksionit né lidhje me asimptotén horizontale?

E njehsojmé ndryshimin:

f)—y=x-e -1

E caktojmé shenjén e tij né lidhje me argumentin x.

X2

Pasi x-e 2 —1>0 pér x >0, vijon lakorja éshté mbi asimptotén pér x > 0, ndérsa pasi

X

x-e 2-1<0 pér x < 0, vijon lakorja éshté nén asimptotén pér x < 0.
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c) Asimptota e pjerrét.

XZ

—_— 2
x- e ?

X

k =lim =lime 2 = 0, funksioni nuk ka asimptoté té pjerrét.

X —»0 X X—>0

5) Vlerat ekstreme, natyra e tyre dhe intervalet e monotonisé.
E njehsojmé derivatin e funksionit

2

I S 1 I
y'Z{X-e ZJ =e 2 +x-(—5]-2x-e 2=e 2(1-x7).

2
X

Nése e barazojmé me 0, e fitojmé barazimine 2 (1—x*)=0d.m.th., 1—x? = 0. Zgjidhjet e ba-
razimit jané x, =1dhe x, =—1.
Lo 1
Nése x, =latéheré y=f(1)=1- e % =1- —lzT. Vijon EQ[—I,—T} ose nése njehsojmé vle-
= e e
rat e péraférta kemi £, (—1,—0.61). e?

G0 1
o Lo I
Nése x, =—1 atéheré y= f(-1)=(-1)-e 2 =(-1)-e ? =——=——".Vijon E,| -l,——|,
P y=f(=h=(1) =D I Nz j 2[ \/Z]
ose nése njehsojmé vlerat e péraférta kemi E, (—1,—0.61). €

Pikat £, (1,0.61) dhe E,(—1,—0.61) jané ekstreme té mundshme té funksionit

Njehsohet shenja e derivatit té paré té funksionit prej shenjés qé duhet té fitohet kur do té
zévendésojmé ¢farédo vlere prej intervaleve (—oo —1), (—1,1) dhe (1, +o0) te derivati i paré. Prej ta-
belés do t’i caktojmé intervalet e monotonies dhe ekstremet.

X % -1 1 +00
interval (—o0,-1) (-1L1) (1,+0)
X2 3 3
f'(X)=e_7(1—x2) f'(_2)=—e—2<0 £'0)=1>0 f'(2):_e_2<0
Monotoni 4 A \
Vlera e f(x) —0.61 0.61
Pika E, E,

Domethéng, kemi se te E, (1,0.61) funksioni ka maksimum, port e £,(=1,—0.61) funksioni ka
minimum.
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Intervalet e monotonies jané:
Pér x e (- —1)U(1,40), f(x)éshté monotono zvogélues,
Pérx e(—1,1), f(x)éshté monotono rrités.

6) Pika e infleksionit dhe intervalet e monotonisé.

Xz xz

Pér funksionin y =x-e %, derivati i paré éshté y'= 677(1—)62), edhe derivati i dyté éshté:
xZ 2 X2 X2 xZ X2
y"z[e 2(l—xz)J =—x-e 2 -(1-x)+e 2 (2x)=e 2 -(~x+x -2x)=e 2 (x’ —3x)

Pér t’i caktuar intevalet e lakimit, derivatin e dyté e barazojmé me 0, y" = 0. E kemi barazimi

e 2 (x* —3x) = 0.Barazimi do té jeté i barabarté me 0, vetém nése x* —3x = 0d.m.th., x(x* —3) = 0
qé ka zgjidhje x, =0, x, = \B dhe x; = _\/§_
02

Nése x, =0, atéheré £(0)=0-¢ 2 =0-1=0. Vijon P(0,0).

Nése x, =3, atéheréf(\/g)Zx/g- eif%zx/g- e‘z:ﬁ:i}- Vijoan[\/_ \/\/:J

té njehsuara vlerat e péraférta P, (1.73,0.39).

3 3
Nésex3=—\/§, at’éheréf(\/g)=\/§-e_7=\/§-e7= \/\/E =£. VijonP{ -B,- 5] ose té
e ele e

njehsuara vlerat e péraférta (—1.73, —0.39).

Pikat £(0,0), (1 73,0. 39) dhe P, ( 1.73, —O.39)jané pika té mundshme té infleksionit té
funksionit.

Me njehsimin e shenjés sé derivatit té dyté té funksionit prej shenjés sé ¢farédo vlere prejin-
tervalit (—OO,—\B), (—\/5,0), (O,\/g) dhe (\/3, +OO) mund ta caktojmé lakimin e funksionit.

X —00 -3 0 NE) +00
interval (_oo,_\B) (—\/5,0) ((),\/5) (\/§,+OO)

2
X

fn(x) = 677()(3 _3x) f"(_z) <0 f"(—l) >0 f"(l) =<0 fn(z) >0
Lakimi A U X g

Vlera e f(x) -0.39 0 0.39
Pika P, A F,
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Pérx e (—00, —\/g)U(O,\/g), f(x) éshté konvekse (e dalé),
Pérx e (—\/g,O)u(\/g,+oo), f(x) éshté konvekse (e futur).

xZ

7) Grafiku i funksionit y = x- e ? éshté:

Detyra pér ushtrime:

1. Té shqyrtohet vijimi dhe skicimi i grafikut té funksionit:

2

+1
a) y=x’—2x2+3x-1 b)y== )y=—
x—1 x° -4

x—1

2. Té shqyrtohet vijimi dhe skicimi i grafikut té funksionit:

b)y=—x3+3x—2 c)y=x4—4x3+3x2

3. Té shqyrtohet vijimi dhe skicimi i grafikut té funksionit:

x 1-x* 4+2x+3
) f=——= b [()== Q) fx) ==
x—2 x +1
4. Té shqgyrtohet vijimi dhe skicimi i grafikut té funksionit:
x—1 x*+1 3x
X)= b X)= X)=
a) f()="— ) [@="— oS0 =m
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5. Té shqyrtohet vijimi dhe skicimi i grafikut té funksionit:
a) f(x)=(1-x")e™ b) f(x)=x-e" c) f(x)=x"-¢"

Detyrat mund t’i paragitni edhe te Geogebra (https://www.geogebra.org/) té kontrolloni zg-
jidhjen e fituar.

3—-4
6. Prej grafikut té funksionit f(x) = Tx3 té shkruhen pérgjigjet e kétyre kérkesave:
x°—4x+

a) Fusha e pérkufizimit té funksionit,

b) Piképrerja me boshtin x, nése ekziston,

c) Piképrerja me boshtin y, nése ekziston,

¢) Intervalet e rritjes dhe zvogélimit,

d) Intervalet e daljes dhe hyrjes,

dh) Ekstremet e funksionit, nése ekzistojng,

e) Pilat e infleksionit, nése ekzistojné,

f) cila éshté vlera e pérafért e funksionit pér x =4,
g) Pér cilén vleré té x funksioni ka vleré y =4,

h) Vallé funksioni éshté cift ose tek,

i) Cfaré asimptota ka funksioni?

4 5 6 7

 3—4x g by
W = o s :
M={y=0,x=1,x=3)} S
A = (0.75, 0) j o
B = (0, 1) I,
C=(15,4) 5l |
D = (-0.85, 0.9) ;
E = (4, -4.33) ;

o
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x3

2

7. Prej grafikut té funksionit f(x) = té shkruhen pérgjigjet té kétyre kérkesave:
a) Fusha e pérkufizimit té funksionit,

b) Piképrerja me boshtin x, nése ekziston,

c) Piképrerja me boshtin y, nése ekziston,

¢) Intervalet e rritejes dhe zvogélimit,

d) Intervalet e daljes dhe hyrjes,

dh) Ekstremet e funksionit, nése ekzistojng,

e) Pilat e infleksionit, nése ekzistojng,

f) cila éshté vlera e pérafért e funksionit pér x =4,

g) Pér cilén vleré té x funksioni ka vleré y = 4,

h) Vallé funksioni éshté cift ose tek,

i) Cfaré asimptota ka funksioni?

Vérejtje: J3~1.73

x3 : 1
f(x) 73 E
M={y=x,x=-1.73,x =1.73) :
A= (0, 0) ot
C = (3, 4.5) it
D = (4, 4.92) f
B = (-3, -4.5)

|
[e2]
|
o
|
w
|
e P g e Sp—p Sy PNy [N ) Sy Sy Ay—p gy gy ey sy
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9. ZBATIMI | DERIVATIT PER ZGJIDHJEN E PROBLEMEVE PREJ EKSTREMEVE

Shembulli 1. Paragite numrin 90 si shumé té dy numrave natyroré, té atillé qé prodhimi i njérit
prej tyre me katrorin e tjetrit éshté maksimal.

Zgjidhje: Le té jeté x njéri numér, atéheré 90 — x éshté numri tjetér.

Sipas kushtit té detyrés, prodhimi i njérit prej tyre me katrorin e tjetrit mund ta shkruajmé
me P(x)=(90-x)-x" ku 0 < x < 90.

Fituam funksion prej ndryshores x gé mund ta shkruajmé sikurse P(x) = 90x* —x°.

Derivati i paré éshté P'(x) =180x—3x> dhe nése e barazojmé me 0, e kemi barazimin
180x—3x* = 0.

Vijon 3x(60—x) =0d.m.th., 3x =0 dhe 60 — x = 0.

Zgjidhjet e barazimit jané x; = 0 dhe x, = 60, té cilat jané pikat stacionare pér funksionin P(x).
Derivati i dyté éshté P"(x) =180 —6x.

Pérx, =0, P"(0)=180—-6-0=180 > 0. Vijon prodhimi éshté minimal.

Pérx, =60, P"(60)=180—6-60=180—360=—180 < 0. Vijon prodhimi éshté maksimal dhe
éshté P(60) = (90 —60)-60° =108 000.

Numrat jané 60 dhe 30.
Shembulli 2. Numri 40 té paraqitet si prodhim té dy shumézuesve ashtu gé shuma e katroré-
ve té tyre té jeté mé i vogél.

Zgjidhje: Nése njéri prej mbledhésve e shénojmé me x, atéheré mbledhési tjetér éshté 40 —x.
Shuma e katroréve té tyre do té jeté S(x) = x* + (40— x)™.

Derivati i paré éshté S'(x) =2x+2(40—x)(—1) = 4x —80 té cilin e barazojmé me 0. E fitojmé
barazimin 4x —80 = 0. Vijon x = 20 d.m.th., éshté piké stacionare pér funksionin S (x).

Derivati i dyté éshté S"(x) =4.

Pér x =20, S"(20)=4> 0. Vijon se pér x =20 shuma S(20) = 20* + (40 —20)* =800 &shté
maksimal.

Numrat jané 20 dhe 20
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Shembulli 3. Shtépia e vjetér do té rinovohet. Te njéri prej mureve gé ka gemer me hark té
paragitur te figura duhet té hapet me formé drejtkéndore gé do té keté madhési maksimale. Té
konstatohen dimensionet e derés nése lartésia mé e madhe e gemerit éshté 3 m. Eshté konsta-
tuar se tehu i gemerit éshté pjesé prej grafikut té funksionit y =3 —x’

Zgjidhje: Eshté béré aplet né geogebér. Funksioni &shté futur né sistem me koordinata ashtu
gé baza e dhomés éshté boshti x, ndérsa kulmi i parabolés gjendet te boshti y.

4‘y Pika A4 le t'i keté koordinatat (¢,0) dhe B ka
koordinata (0,b).
B Atéheré pérkatésisht C(—a,b) dhe D(-a,0).
Drejtkéndéshi i kérkuar ka dimensione me brinjét
2a dhe b.
Syprina e drejtkéndéshit éshté,
. . P S=2a-b.
-3 - Al 2 3 ,
Pasi pika B duhet t’i takon parabolés y=3—-x7,
- atéheré vlen barazimib=3-a’.
-2 Me zévendésim kemi funksionin pér syprinén,
S(a)=2a-(3-a’) d.m.th.,
B S(a)=6a-2a

https://www.geogebra.org/m/uwkhppst

Derivati i paré i funksionit &shté S’(a) = 6 — 6a".

Me barazimin me 0, kemi 6 — 6a’. Zgjidhja éshté a = 1 dhe a = —1. Qé paraqgesin zgjidhje
simetrike. Prandaj do ta caktojmé zgjidhjen vetém pér pikén stacionare a = 1.
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Derivati i dyté éshté S”(a) = —12a.
Pér pikén stacionarea =1, kemi §”’(1) =-12:1=-12 <0, d.m.th., funksioni ka vleré maksimale.

Vijon, péra=1,b = 3-1°=2ka sypriné maksimale té derés§=2-1-2= 4m’. Dera do té jeté
e gjeré 2m dhe e larté 2m.

Shembulli 4. Njé firmé pér procesin e saj té prodhimit ka nevojé pér ujé, pra duhet té béné
rezervuar me fundin né formé té katrorit dhe me véllim 32m3, ashtu gé mbulesa me pllaka té
mureve dhe té fundit jané shpenzuar mé shumé material.

Zgjidhje: Rezervuari fundin le ta keté me formé katrori me brinjé x dhe lartési H. Syprina e
sipérfages qé duhet té mbulohet éshté S = x* +4xH, ku syprina e bazés éshté x> dhe syprina e
njé murit anésor éshté xH.

Véllimi i rezervuarit me bazé katror éshté V = x*H.

Prej kushtit té detyrés V = 32m’, pra kemi x> H =32 dhe

32
H=—.
x2
Duke zévendésuar H te shprehja pér syprinén kemi
32 128
S (x) =x" +4x- —2:x2 +—
X X

gé éshté funksion me ndryshore x pér té cilén duhet ta
caktojmé ekstremin

r

Derivati i paré éshté §’(x) = (xz +ﬁj = 2x—g té cilin e barazojmé me 0.
X X

128
Vijon, 2x——-=0 d.m.th., 2x’ =128 = 0. Prej x’ =64 e kemi zgjidhjen x = 4, éshté piké
stacionare.

Derivati i dyté i funksionit §”(x) = [ ZX_QJ =2 +2_536. Me zévendésimin x = 4 te derivati i
dyté kemi X X

2 128
S”(x) =2 +4i36 =6 > 0. Vijon se funksioni S(x) = x* +—— pér x = 4, e kemi vlerén
X

128
S(4) =47 +T =48 m” qé éshté vlera minimale.

Dimensionet e kérkuara té rezervuarit pér té pasur sypriné minimale nése ka bazé katror
32 32
jané: brinja 4m dhe lartésia H =— :F =2m.
X
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Shembulli 5. Njé avio kompani ka béré kampanjé pér ¢mimin e biletés pér avio linjén e re.
Bileta e avionit kushton 200 euro nése avioni ka prej O deri 50 udhétaré. Pér ¢cdo udhétar diplo-
matik ¢mimi i biletés zvogélohet pér 2 euro. (Nése pér linjén pér shembull kané bleré bileté 53
udhétaré, atéheré ¢mimi i ¢do bilete do té jeté nga 194 euro). Me sa numér té biletave té shitu-
ra do té realizohen té ardhurat maksimale?

Zgjidhje: Me x le ta shénojmeé avio biletat e shitura mé e madhe se 50.

Atéheré shumén gé do ta pérfiton kompania qé ka shitur x + 50 pasi do ta njehsojmé me:
S =(50+x)(200—-2x), ku 200 —2x éshté ¢gmimi i biletés.

Me rregullimin e barazimit kemi,
S(x) =(50+x)(200—2x) =10000 +100x — 2x° .

Derivati i paré i funksionit éshté S'(x) =100—4x. Nése derivatin e paré e barazojmé me O,
kemi100—4x =0d.m.th., x =25 éshté piké stacionare.

Derivati i dyté éshté S "(x) = —4 dhe pér x = 25 derivati éshté §"(25) = —4 < 0, gé vijon se fun-
ksioni do té keté maksimum. Té ardhurat maksimale do té jené,

Pér x = 25, vijon S(25) =10000+100-25-2-25> =11250 euro.

Vijon, numri i biletave té shitura duhet té jeté 50+ x =50+ 25 =75, ndérsa avio kompania ka
pérfitim maksimal.

Shembulli 6. Kontejn§ri né formé té cilindrit me bazé rrethore éshté e nevojshme té keté
(té keté véllim prej) 64m". Gjeji dimensionet e kontejnerit ashtu qé sasia e teneqes sé pérdorur
(sipérfagja) éshté minimale, nése kontejneri éshté i hapur prej anés sé sipérme.

Zgjidhje: Le té jené x dhe H rrezet e bazés
dhe lartésisé sé kontejnerit. Le té jeté §
syprina e llamarinés sé pérdorur dhe V'
éshté véllimi i kontejnerit.

Prej kushtit té detyrés J = 64 m’ dhe
formula pér véllimin e cilindrit éshté
V=r'rzH.

Me zévendésim kemi x*7H = 64.
Formula pér syprinén e cilindrit kemi

S=r’r+2xrH

(cilindri &shté i hapur prej anés sé sipér-
me, prandaj kemi sypriné vetém té njé
baze rrethore).
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Nése zévendésojmé H = dhe rrezen me x te formula pér syprinén e kemi formulén

64 o 128
S(x)=x"7+27x — = X+ —,
X X
o e L 128
Derivati i funksionit éshté S'(x) = 2x7 ——.
X
Prej barazimit S'(x) =0, d.m.th., ZxE—g =0 e kemi pikén stacionare x = 34m.
256

Derivati i dyté éshté S"(x) =27 +—.
X

4 4
Pér x =—— kemi P"[—] =2r+4x =6x >0,d.m.th., funksioni ka maksimum.

In In
64 4

4
Rrezja e bazés éshté x =——=~ 2.73m, lartésia éshté H = = ~ 2.73m dhe sypri-
In { 4 Jz I
Vs

7
na maksimale éshté S = 4837 m> = 70.3m>

Iz

Shembulli 7. Fermer me 2400m tel té rrethon fushé, né formé té drejtkéndéshit, qé gjendet
pér rreth lumit, ku nuk ka nevojé té shfrytézon tel pér sé gjati lumit. Si duhet té jené dimensio-
net e drejtkéndéshit pér pjesén e rrethuar té kaeté sipérfage maksimale?

Zgjidhje: Le té jené x dhe y dimensionet
e fushés. Pasi nuk duhet té shfrytézohet _ Y
tel pér sé gjati lumit, atéheré prej kushtit
té detyrés pér perimetrin e mbéshtjellésit
kemi2x + y =2400, d.m.th., y = 2400 —2x.

Syprina e fushés éshté
P =xy=x(2400-2x), d.m.th., e
kemi funksionin

P(x) =2400x —2x".

Derivati i paré i funksionit éshté S'(x) = 2400 —4x.

Nése derivatin e paré e barazojmé me 0, kemi barazimin 2400 —4x = 0, qé ka zgjidhje x = 600,
gé éshté piké stacionare.

Derivati i dyté i funksionit éshté S”(x) = 4x dhe pika stacionare S”(600) = —4<0. Vijon pér
x = 600 funksioni ka vleré maksimale.

Brinjét e kopshtit duhet té jené 600m dhe 1200m. Syprina maksimale e arés éshté 720000m:".
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Shembuj praktik plotésues me zbatimin e derivatit pér zgjidhjen e problemeve prej ekstremit.
Té dedikuar pér nxénésit té cilét déshirojné mé shumé té hulumtojné.

Shembulli 8. Duhet té béhet kanal i hapur pér ujé me lidhje té tre bllogeve té betonit me
gjerési 1m. Prerja térthore e kanalit éshté trapez barakrahas me bazén e vogél té barabarté me
krahun. Nén cilin kénd né lidhje me bazén duhet té vendosen blloget anésore pér té béré lugun
me prerje mé té madhe (fugi mé té madhe té léshimit té ujit)

Zgjidhje: Sé pari pak té hulumtojmé. Kérkoni fotografi prej kanalit pércues né internet. Se si
duket kanali? A keni shikuar kanal deri mé tani?

Tani mund té shfrytézohet edhe apleti né Geogebér pér pérpunimin e kanalit.

@

Aplet: https://www.geogebra.org/m/k4DNecD7

Ta lévizim pikén E dhe té shikohet fugia pércuese e kanalit.

Kanali do té keté fuqi pércuese mé té madhe nése prerja térthore ka sypriné mé té madhe.
Prerja térthore e kanalit éshté trapez barakrahas. Duhet té caktojmé nén cilin kénd duhet té ven-
dosen muret anésore té kanalit qé syprina e trapezit barakrahas té jeté maksimale.

a=3
L
S=11cm?
b C
C
a B

Aplet: https://www.geogebra.org/m/ESFG4SFj
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Do té shfrytézojmé njé aplet pér prerjen térthore té kanalit. Me |évizjen e pikés D mund té
caktojmé né cilén pozité duhet té vendosen muret anésore pér té pasur sypriné maksimale. Vére-
jmé se syprina e trapezit ndryshon!

Tani mund té béjmé skicé té prerjes térthore.
Prerja térthore éshté trapez barakrahas, me krah té barabarté me bazén e vogél.
Me bazén a = AB = lm dhe krah ¢ = BC = AD =1m.

Mundemi ta shénojmé bazén tjetér me b = CD dhe lartésing h = AA,.

a+b
2
Kéndi i murit anésor e ndérton me bazén do ta shénojmé me x+90°,

Syprina e trapezit njehsohet me formulén S = h.

ku 0° < x <90’

Prej trekéndéshit kénddrejté A44,D mund té caktojmé /. Prej formulés trigonometrike

h .
COS X = — vijon
c

h=c-cosx=1-cosx=cosxd.m.th., h=cosx
Bazén b, do ta caktojmé népérmjet barazimit m = DA, té trapezit

b:a+2mdhesinx=ﬂ.
c

Vijonm=c- sinx=1- sinx=sinx d.m.th.,, b=1+2sinx.

. o . _— o I+1+2sinx
Me zévendésimin te formula pér sypriné kemi § =————-cosx

Mund té zévendésojmé S me f(x) dhe kemi funksionin me ndryshore x,

2(1+sinx . .
Q-cosx = (l+sinx)-cosx =cosx+sinx-cosx d.m.th.,

S(x)=
f(x)=cosx+sinx-cosx

Pér té caktuar ekstremin, derivatin e paré e barazojmé me 0 dhe do ta zgjidhim barazimin
f'(x)= (cosx +sin x - cos x)' == (cos x)'+ (sin x)'- COS X +Ssinx- (cos x)'
f'(x)=—sinx+cos’ x—sin” x

Prej £'(x) =0, e kemi barazimin —sin x +cos” x —sin’ x = 0.

Nése shfrytézohet identitet themelor trigonometrik sin” x +cos” x =1 dhe zévendésojmé
sin x = ¢, fitojmé barazim katror

—sinx+1-sin*x—sin’ x=0
—2sin* x—sinx+1=0 /(-1),d.m.th., 26> +1—1=0
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Zgjidhjet e barazimit katror i caktojmé me ményrén pér zgjidhjen e barazimit katror

_—li\/1+8

I 1
= dhe ato jané ¢, ZEdhe t,=—1.

Nése kthehet te zévendésimi pér té caktuar vlerén e x, kemi

1 : 1
Pér¢, = 5, vijon se sin x = 5 d.m.th,, x= g =30"

Pért, =—1, vijon sesinx =—1d.m.th., x = 3771 =270°

Ta caktojmé derivatin e dyté té funksionit
f"(x) = (—sin x +cos’ x —sin’ x)"'= —cos x + 2 cos x(—sin x) — 2sin x cos x d.m.th.,
f"(x)=—-4sinxcosx—cosx

Pérx = % =30° vijon se f"(30°) = —4sin30"-cos30° —cos 30" d.m.th.,

V3_ 33
T2

f130N=—3-=~ 0

Vijon funksioni ka vleré maksimale pér x = 30°

3n
Vlera x = > =270° nuk i takon intervalit, nuk ka nevojé té njehsohet vlera e derivatit té dyté.
1

Me zévendésim té kushteve fillestare kemib =1+2-sin30° =1+2-—=1+1=2dhe
h =cos30° =§.

Pér syprinén maksimale té trapezit kemi

1+2 V3 343
S:L.izid

.m.th., $=1,299 ~1,3m’
) 4 9mth.S

Shembulli 9. Futbollisti vrapon né fushé sipas vijave té drejta me aut-vijén. Prej ku duhet fut-
bollisti ta drejton goditjen kah goli, ashtu gé kéndi pér arritjen e golit té jeté maksimal?

Vérejtje: Vija paralele sipas té cilés vrapon futbollisti nuk duhet té kalojé népér gol. Pse? Cili
éshté kéndi né kéteé rast, prej ku duhet ta drejton goditjen futbollisti gé kéndi té jeté maksimal?

Zgjidhje: Né fillim mund té shfrytézohet aplet dhe té vérejmé se si ndryshon kéndi me Iéviz-
je té futbollistit.
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’ ]
Angle a=7.94° | PlayerPost = (6.1, 2.4)

Post2 @
1
Post1
21

EndPos }
[

6.1

&

E]

https://www.geogebra.org/m/M7YfNB8r

Té béjmeé skicé té detyrés

Fusha e futbollit e ka formén e
D drejtkéndéshit, ndérsa goli mund ta
® paragesim me pikat.

Kéndi: shtylla e paré, futbollisti,
shtylla e dyté.

Shénoje kéndin me a.
Shénime:

o =ZNFM

N —shtylla e paré
M — shtylla e dyté

F —futbollisti.
A Pika lévizése éshté pika F' me té
< cilén éshté paragitur futbollisti.

Ai léviz sipas drejtézés paralele me aut
vijén.
Vija paralele sipas té cilés léviz futbollisti nuk duhet té kalojé népér kéndin.

T’i shqyrtojmé trekéndéshat kénddrejté ANGF dhe AMGF
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Shénime: MN = g gjerésia e kéndit

GN =s largésia prej shtyllés sé paré deri te prerja e drejtézés paralele me aut vijén
(sipas té cilés léviz futbollisti) dhe gol vijés.

FG=b largésia e futbollistit deri te gol vija.

+
Prej formulave trigonometrike 1g(# GFN) = % dhetg(3 GFM) = g S, vijon
4 GFN = arctg% dhe & GFM = arctg gTH
Ta shprehim kéndin oo =4 GFM — 4 GFN, prej ku vijon se
o =arct (g—ﬂj—arct (ij
S b))
Nése zévendésojmé x = b dhe a = f(x), atéheré e kemi funksionin
f(x)=arctg (g—ﬂ) —arctg (ij .
X X
Derivati i funksionit éshté
. 1 —(g+5) 1 —s —(g+5) s
f(X): 2 2 - 2'_2:2 2+2 2
g+s X sY X x +(g+s) x+s
I+ =— 1+ —
X X
) — : . —(g+s) s
Nése f'(x)=0, atéheré e kemi barazimin — + =0.

X +(g+s) x+s
Me rregullimi dhe zgjidhjen kemi,

x’g+s(g+s)=s(g+s)
x’g=s(g+5) —s°(g+59)
x*g=s(g+5)(g+5)—5)
x’g=s(g+s)g
x> =s(g+s)d.m.th., x = /s(g + s)éshté piké stacionare.
2x(g+s) —25x
2 2N\2 + 2 2N\2
(x*+(g+s5))y (" +s57)
Nése x = /s(g +s), atéheré vlera e derivatit té dyté té funksionit né x éshté

" _ £
S'(s(g+5))=2{s(g +s) { P M] <0

Pasi vetém —g < 0, herési éshté negative, d.m.th., funksioni ka vleré mé té madhe.

Derivati i dyté éshté f"(x) =
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Kemi pér x = \/s(g +s) vlera maksimale e kéndit éshté:
g+s

B B s
o =arctg [7\/@ j arctg [7\/8(5{7+S) ]

Cka fitojmé pér zgjidhje?

Nése zévendésohen vlerat konkrete prej fushés pér futboll té vogél ku g = 3m, ndérsa le té
jeté s = 6m, atéheré

x=./6(3+6) =/6-9 d.m.th., x =36 ~ 7,35m dhe
10N6) = arctg| —— | —arctg| 2| =50,77°~39,23° =11,54°
3\/6 3\/6 ) ) 5

Futbollisti duhet té dérgoj goditjen kur éshté né largési 7,35m prej gol vijés dhe kéndi mak-
simal do té jeté 11,54".

Detyra pér ushtrime:

Numrin 42 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu qé prodhimi i tyre té jeté mé i madh.
Numrin 27 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu qé shuma e tyre té jeté mé e vogél.
Numrin 18 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu gé shuma e kubeve té tyre té jeté mé i vogél.
Prej té gjithé drejtkéndéshave me perimetér 26¢m, cakto até qé ka sypriné mé té madhe.
Prej té gjithé drejtkéndéshave me perimetér 22 cm, cakto até qé ka diagonal mé té vogél.

SAN L S

Nxénésit e vitit té katért pér nevojat e panairit pér arsim né shkollén e tyre duhet té ven-
dosen 32 banga te fusha e sportit né formé té drejtkéndéshit. Si té vendosen bangat pér té
pasur sypriné mé té madhe?

Nése njé bangé e ka gjatésiné prej 1,5m atéheré cakto nga sa té gjata do té jené brinjét e
formés drejtkéndore pas vendosjes sé bangave.

7. Prej té gjithé trekéndéshave kénddrejté me hipotenuzé 10cm cakto até me sypriné mé té
madhe.

8. Tetrekéndéshi me bazé 8cm dhe lartési pérkatése 3cm, brendashkruaj drejtkéndésh tek i cii
njéra brinjé do té shtrihet te baza e dhéné e trekéndéshit me sypriné mé té madhe.

9. Duhet té béhet kuti cilindrike prej tenegeje me sypriné Sazem’. Njehso rrezen dhe lartésiné
e kutisé me formé cilindrike e cila duhet té jeté kuti rrethore e drejté dhe té keté véllim mé
té madh.

10. Te koni me rreze 4cm dhe lartési 6¢cm brendashkruaj cylinder me véllim mé té madh.
11. Rreth topi me rreze 20cm duhet té béhet (jashtashkruhet) kon me véllim mé té vogél.




12.

13.

14.
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Prej kartoni gé e ka formén e drejtkéndéshit me dimensione 48cm dhe 30cm té béhet kuti
me véllim mé té madh.. (Prej té gjithé 4 kéndeve té kartonit duhet té prehet nga njé katror
dhe me mbéshtjellje té kartonit do té fitohet kuti pa mbulesg)

2 2

Né cilén piké té elipsés %4_% =1prej kuadrantit té paré, duhet té térhiget tangjenté e cila

me boshtet koordinative do té formon trekéndésh me sypriné mé té vogél.

Né pjesén té kufizuarme y =4 —x”dhe y =0té brendashkruhet drejtkéndésh me brinjé pa-
ralele me boshtet koordinative syprina e té cilit éshté mé e madhe.
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DETYRA PER PERSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK:

1
1. Té njehsohet derivati i funksionit: f(x)=4x" ——x* +3x-2.

2
. — . jx=2
2. Té njehsohet derivati i funksionit: f(x) = 3
X

3x-2
3. Té njehsohet derivati i funksionit: f(x) =In =/
X

4. Té njehsohet derivati i funksionit: f(x) = e’ sin()c2 + 1).
5. Té caktohet barazimi i tangjentés sé grafikut té funksionit y = 4x — x’né pikén x = 2.
6. Té caktohet barazimii normales sé grafikut té funksionit f(x)= X’ =2x+1né pikén x =—-1

7. Teé caktohet shpejtésia e pikés materiale qé kryen lévizje drejtvizore sipas shenjés sé rrugés
s(t) =1t —2t* + 4t né kohén ¢ = 2.

8. Té caktohet nxitimi i pikés materiale gé kryen lévizje drejtvizore sipas shenjés sé rrugés
s(t)=3t" +t> —=5nékohén ¢ =1.

9. Té shkruhet barazimi i tangjentés dhe normales sé funksionit f(x)=</8—4x—x’ né pikén
me abshisé x, = —4. Drejtézat e fituara té vizatohen te grafiku.

£

10F

1
10. Té caktohen intervalet e monotonies sé funksionit f(x) = —-.
X

11. Té caktohen ekstremet lokale té funksionit f(x) = 2x” —6x°.




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Té caktohen intervalet e futjes/daljes dhe pikat e infleksionit té funksionit f(x) = x" —3x”.

Té shqyrtohet vijimi dhe té skicohet grafiku i funksionit f(x) = Vx.

Té shqyrtohet vijimi dhe té skicohet grafiku i funksionit f(x) = x* —4x* +5x - 2.

Numrin 60 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu gé prodhimi i tyre té jeté mé i madh.
Numrin 80 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu gé shuma e kubeve té tyre té jeté mé i vogél.
Numrin 100 ndaje né dy pjesé (mbledhés) ashtu gé shuma e kubeve tyre té jeté mé i madh.
Prej té gjithé drejtkéndéshave me perimetér 44cm, cakto até qé ka sypriné mé té madhe.
Te koni me rreze r dhe lartési H brendashkruaj cilinder me véllim mé té madh.

Rreth topi me rreze R duhet té béhet (jashtashkruhet) kon me véllim mé té vogél.

2 2

NEé cilén piké té elipsés x—2+Jb/—2 =1 prej kuadrantit té paré, duhet té térhiget tangjenté e cila
a

me boshtet koordinative do té formon trekéndésh me sypriné mé té vogél.
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SHTESE: TESTE

TESTINR: 1

NJESIA MODULARE 1: VARGJET DHE PROGRESIONET

Vetém njéri prej pérgjigjeve té ofruara éshté i sakté. Zgjidhe dhe rrethoje pérgjigjen e sakté.
Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 3 piké

1. Cili prej kétyre vargjeve éshté monotono zvogélues?

[\

9 12

b
) 1071

a)

2
3 c)

ml-b
| W

57
Sy c)
79

\1|ox

3
4’

\o|»—n

1 rrti
3’ 3’577’

-lklw

L
2

UJ

2. Te progresioni gjeometrik herési g = —, anétari i katért éshté a, = 3, atéheré anétari i paré a,ésht:
2

3

a) 8 b) - c) 24 ¢) 17

1 3 3
3. Shuma e rendit gjeometrik té pafundshém 1§+Z+§+... éshté:

3 3
a)9 b) 3 C)E Q)Z

4. Nése @ =2 dhe 3 = 60jané anétar té njé progresioni aritmetik, atéheré 9 +dy éshté:

a) 62 b) 60 c) 31 ¢) 32

Njehso dhe plotéso qé té jeté i sakté gjykimi. Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 6 piké

2 4 8

5.Varguidhénél,—,—,—,... éshté Anétari i paré
39 27

éshté_______ dhe shuma e 5 anétaréve té paré éshté

6. Pesé anétarét e paré té vargut me anétarin e pérgjithshéma, = (-1)" - 2" jané:
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7. a) Nése numrat — 1 dhe —éjané tre anétaré té njépasnjéshém té njé progresioni gjeometrik,

atéheré vlera e x éshté

b) Numrat sin? 30, sin®45° dhe sin? 60° formojné progresion pasi

8. Sa anétar duhet té interpolohen ndérmjet numrave 3 dhe 18 gé shuma e progresionit aritmetik
(sé bashku me anétarét e dhéng) té jeté 427?

a)Duhettéfuten___ anétar;

b) Vargu éshté

Zgjidhi detyrat

9. Njehso kété kufi

: 1 2 . +2n -1
2 lim (1__J(1+_j: b hm 2o glimE2ll
n—oo n n n—>0 \/I’l2+2 n>o ] —4n+3n
(12)
10. Te progresioni aritmetik a, +a, = 20 dhe a, —a, =14. Gjeje progresionin.
(12)

11. Sa anétar té progresionit gjeometrik 1,3,9,27,...duhet té mblidhen, pér té fituar shumén
3280. (12)

& j (14)

n—1

n—>»o0

12. Gjeje vlerén kufitare lim[

13. Njehso vlerén e shprehjes 3/43/43/4... (14)

Propozimi i kritereve pér vlerésim:

0-30 31-48 49-66 67-84 85-100
Pamjaftueshém (1)| Mjaftueshém (2) Mire (3) Shumé mire (4) |Shkélgyeshém (5)
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TESTI NR: 2

NJESIA MODULARE 2: FUNKSIONET ELEMENTARE

Vetém njéri prej pérgjigjeve té ofruara éshté i sakté. Zgjidhe dhe rrethoje pérgjigjen e sakté.
Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 6 piké

1. Fusha e pérkufizimit z& funksionite f(x) =log(x+3)—log(4—x) éshté:

a) D, =(—©,-3)U(4,40) b) D, =(-3,4) ¢) D, =(-3,+x) ¢)tjetérvleré

2. Vlera e funksionit f(x) =

5 3
a) — b) —— c) — tjetér vleré
) g ) g ) 2 ¢t

> pér x = —1 éshté:

3. Zerot e funksionit f(x)=—x" +3x—2 jané:

a) 1 dhe -2 b) 1 dhe 2 c)-1dhe?2 ¢) tjera vlera

Njehso dhe plotéso qé té jeté i sakté gjykimi. Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 10 piké

5

4. Pér funksionin katror
f(x)=ax” +bx +c té caktohen: 4

a) koordinatat e kulmit

b) shenja e parametrit a éshté

c) intervalet e monotonies jané:

¢) piképrerjet me boshtet koordinative jané: P

A T

g 4 9
31 5. Cilat prej shprehjeve algjebrike i pérgjigjet
n funksioneve f, g dhe /.
1
a) 2 b) —
X
I 3 2
: T 2 3 4 c) x c) x
1
d) Inx dh) —

X
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Zgjidhi detyrat

6. Shgyrto monotoniné e funksionit, né fushén e pérkufizitmit f(x) =2 —x".

(12)
7. Cakto funksionin f(x) =ax® +bx+3, f(1)=4 dhe f(-2) =-5. Cka paraget grafiku.

(12)
8. Cakto funksion invers té funksionit f(x) = 3_xl (12)

9. Skico funksionin invers té funksionit té

dhenef(X) 31 7/
'
s
Shkruaj koordinatat e pikave té cilat ngelin ] e
né vend gjaté inversionit. P
#
(12) "~
s
‘ &
3 2 -1 A 1 2 3 4
s
-1
f s
g
// -2
// y=X
’ -3
'
rd
2x* —5x+3

10. Pér funksionin f(x)= té caktohet: (14)
a) fusha e pérkufizimit

b) zerot e funksionit

c) ciftézimi i funksionit

¢) monotonia e funksionit né intervalin prej (4,+0)

Propozimi i kritereve pér vlerésim:

0-30
Pamjaftueshém (1)

31-48
Mjaftueshém (2)

49-66
Mire (3)

67-84
Shumé mire (4)

85-100
Shkélgyeshém (5)
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TESTINR: 3

NJESIA MODULARE 3: VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

Vetém njéri prej pérgjigjeve té ofruara éshté i sakté. Zgjidhe dhe rrethoje pérgjigjen e sakté.
Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 6 piké

2
. —5x+
1. Vlera kufitare lim w = éshté:
x—=3 3x-—
a)l b) 2 c)-3 ¢) tjetér vleré

3
2. Pér funksionin £ (x) :—xl drejtéza x = 1 éshté:
x_
a) asimptoté horizontale, b) asimptoté vertikale, c) asimptoté e pjerrét, ¢) tjetér

3. Eshté dhéné grafiku i funksionit. Té caktohen A
vlerat kufitare pérkatése te fusha qé éshté
shénuar.

a) lim f(x) =+

¥

b) lim f(x)= 4

c) lim f(x) =+o0

¢) tjetér vleré

Njehso dhe plotéso gé té jeté i sakté gjykimi. Cdonjéra prej detyrave vlerésohet me 10 piké

. Nx+6-6
4. Njehso vlerén kufitare hmoxi\/_
X—> X

5. Shkruaj asimptotat té cilat i ka funksionit i
dhéné me grafikun
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sin mx

6. Njehso vlerén kufitare lim —
x>0 s1n nx

Zgjidhi detyrat

X—>00 x_l

x+3
7. Njehso lim(x+3j (12)

2
+2x+3
8. Gjeji asimptotat e lakores f(x) = % (12)
X+

9. Gjeji pikat e vijimit t& by
x+2, x<-1
f(x)=41-x", -1<x<2, 2
x* =17, x>2

3 4
-3
(14)
10. Pér cilén vleré té parametrave a dhe b funksioni
(x-1°, x<0
f(x)=4 ax+b, 0<x<léshtéivijueshém? (14)
\/;, x2>1
Propozimi i kritereve pér vlerésim:
0-30 31-48 49-66 67-84 85-100

Pamjaftueshém (1)| Mjaftueshém (2) Mire (3) Shumé mire (4) |Shkélqyeshém (5)
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TESTINR: 4

NJESIA MODULARE 4: DERIVATI | FUNKSIONIT

Detyrat jané me dy nivele té peshés A dhe B. Pér cdonjérén prej detyrave zgjidh njérén prej
varianteve té ofruara ose nén A ose nén B. Vetém njéri poenizohet.

1. Gjeje derivatin e funksionit:

1
a)y= gxs +3x° —2ctgx (8)

2. Gjeje derivatin e funksionit:
a) y=4x"Inx (8)
3.

a) Pér funksionin f'(x) =(1—x)e", gjeje deriva-
tin e dyté dhe njehso f"(—1) dhe f"(0).
(8)

4.

a) Shkruaj barazimin e tangjentés sé lakores
y=2x"—x—7, né pikén

M (-2, ,). (8)

b) y =x/x* =3 —4tgx (10)
X’ —

b)y= 10

)y="— (10

b) Gjeji intervalet e monotonies sé funksionit
f(x)=7+3x"-x (15)

b) Té shkruhet barazimi i tangjentés dhe nor-
males sé funksionit f(x) =27 —-4x—x" né
pikén me abshisé x, = —4. Drejtézat e fituara
té vizatohen te grafiku.

10
o
5
4

A0 -8 B -4 -2

2
-4
B
B

10
(15)



5. Gjeje derivatin e funksionit té pérbéré

a) y=1In(3x"-x) (10)

6.

a) Me diferencim Iogaritrrlﬂk té gjendet derivati

ifunksionity=(x+5jx_2. (10)
x—=2

SHTESE: TESTE

o)y =1n(1+v1+2x)-2x+1 (15)

b) Té gjenden ekstremet lokale té funksionit

2
f(x):—34 10x+x dhe sipas grafikut (pa
2x-10
gjetur derivatin e dyté) té caktohet karakteri

i tyre. Ekstremet lokale té barten te grafiku.

4 6 -4 2204 B8 10 12

(15)
7. Shqyrto vijimin dhe skicimin e grafikut té funksionit:
2

-1
a)y=x+x’-2 (15)  b)y=—" (20)

4-x

Propozimi i kritereve pér vlerésim:
0-30 31-48 49-66 67-84 85-100

Pamjaftueshém (1)| Mjaftueshém (2)

Mire (3) Shumeé mire (4) |Shkélgyeshém (5)
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ZGJIDHJA E DETYRAVE

Njésia modulare 1 — VARGJE DHE PROGRESIONE
1. PERKUFIZIMI DHE VETITE E VARGJEVE PREJ NUMRAVE REALE

438 5 111 1 n n+l 2
1.a) 1,22, 2 2 b) -1,1,-1,1,—1 ¢) 2,4,8,16,32 ¢) L—,—,—.,——; 4.a) ¢ =n? b) a,=2"~1¢) a,=(-1 s
) FIrRTRT ) ) ¢ 276724120 )a,, n* b) a, ) @ =(=D""¢) q, =
2
5.ay a1 =—7> 0 — monotonisht zvogélohet |an| < 1i kufizuar; 6. monotonisht rritet dhe i kufizuar; 7. monotonisht zvogélohet, pér n > 2

dhei kuﬁzuar;?’& Monotonisht zvogélohet dhe i kufizuar; 9. a) monotonisht zvogélohet, b) monotonisht rritet, c) nuk rritet as nuk zvogélohet, ¢)
monotonisht zvogélohet, d) nuk rritet as nuk zvogélohet; 10. a) i kufizuar, b) nuk éshté i kufizuar, c) nuk éshté i kufizuar, ¢) i kufizuar, d) i kufizuar.

2. PROGRESIONI ARITMETIK
1;2.;3.;5. pas 9 vjet, n = 9; 6. 3,8,13; 7. N& 10 muaj; 8. 12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,92,100.

9.14,8,2,6,...; 10. a) -14,-12,-10,-8,-6,... b) 7,10,13,16,19,...; 11. ) ag = 25b) ay = 7% c)aj, =46¢) a5 =15a+b
3. SHUMA E N TE PARE TE PROGRESIONIT ARITMETIK

1. ays =101 dhe S,5 =1325;2. 8,5,2,-1,-4,..;3. n=9;4. x= 39;5. Si00 =3000; 6. Person ii paré ka marré 1750 denarg, ndérsa i fundit
6250 denaré; 8.a, =10+10(n—1) =10n;

9. 4 ose 9 anétar; 10. 21 anétar; 11. _16 ,—1 e
7771
4. PROGRESIONI GJEOMETRIK

1 1
1. a :a ;2. ay =3" ;3. =a ;4.a41=6,9=3; a=-6,q=-3;5. %,—4,8,—16,32,... ;6. b=+15

1
7.a; =3, q = 2 dhe progresioni gjeometrik &shté: 3,6,12, 24,48,...; 8. 8,—4,2,—1,5,... ;9.40=5,9=2 ; a=-15,q=-2
10.4,=1,q9=5; a =1, q:_5;11 13 26 52 104 ﬁ

373’3737 3"
5. SHUMA E N-ANETAREVE TE PARE TE PROGRESIONIT GJEOMETRIK
Loay=7;2. 8, =14762;3. S =1530; 4. S;5 =—65534; 5. a) 6561 euro, b) 3487 euro; 6.9 =2, n=6;7. 1=6, a5 = -486

3. 55 481 1
8.a)g==,8=——6) = S ;9.4.=1,g=3,n=4;10. —,1,2;11.139
AT T ST sy T 2
6. VLERA KUFITARE E VARGUT
1 n>124;2.n>10;3. n>100;4. n>29;5 n>5;7. n>16;8. n>149;9. n>39;10. n>5;11.2) 0,>.2.2.2 T jo,c)po,
dh) > 1000. 2345

7. OPERACIONET ME VARGJE KONVERGJENTE

1 1
1.2;2. —1;3.1;4.5;5,0; 6.0;7. +oo;8.l;9.5;10. +oo;11.0;12.§;13.0;14.e;15.e'3;16.1;17.—2;18.e;
2 3

8. SHUMA E ANETAREVE TE PROGRESIONIT GJEOMETRIK TE PAFUNDSHEM

92 2
1. 2; 2. 20 ;3. ? Shfrytézo shumén e dy progresioneve gjeometrike té pafundshme; 4. g ;5.5;6.a) ﬂ, b) 12; 7. JE, 8. 33147
3 3

5. 322; 10, 1307, 5 3391

99 300 990
DETYRA PER PERSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK.
1. Monotonisht rritet dhe i kufizuar; 2. Motonisht zvogélohet pér 1 > 2 dhe i kufizuar; 3. 6,10,14,18,22; 4. 10 anétar; 5.a, =3, ¢ =2;

6. Me model B. Do té paguan 420 denaré; 7. Me modelin e paré 2720 euro, ndérsa me modelin e dyté 2536,48 euro; 8. Model ii dyté. Pérfitim
me modelin e paré 10500 denaré, ndérsa me modelin e dyté 16383 denaré; 9. | pari 9500 denaré, ndérsa i fundit 500 denaré; 10. 120, 480 dhe
15360 baktere; 11. 62; 12. 168. Shfrytézo shumé té progresionit gjeometrik. Njé kur topi shkon poshté, ndérsa tjetri kur topi shkon larté; 13. 35
dollar; 14. 1120000 ekzemplaré; 15. 1126 kafshé té egra; 16. 33 tjegulla; 17. 78 lego blloge.

18. Brinjét jané 4,6,9. Udhézim: Shfrytézo formulé té shkurtuar 1+ ¢* +¢* = 1+ ¢* + )1+ ¢* —q).
124

19.a) 5, b) 0; 20. —;
999
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Njésia modulare 2 — FUNKSIONET ELEMENTARE
1. KONCEPTI PER FUNKSIONIN

1.1. FUSHA E PERKUFIZIMIT TE FUNKSIONIT

Detyral.a) D, = Rb) D, = R\{~L4}¢c) D, = (-,4)c) D; = R\{2}d) D, :(—oo,ﬂdh)Df =R

1.2. ZEROT E FUNKSIONITT

Detyra2.a) N, ={=2,2}b) N, ={~10,1}) N, =D ¢) N, ={-2,-1,0,1,2} d) N, = dh) N, = {0,1,2}.
1.3. FUNKSIONI | CIFTEZIMIT

Detyra 3. a) cift, b) tek, c) as ift, as tek, ¢) as cift, as tek, d) cift, dh) tek.

1.4. KUFIZIMI | FUNKSIONIT

2
X

< likufizuar.

1
Detyra4.a)0< N

5 < likufizuar b) 0 <
+Xx

1+x2

1.5. MONOTONIA E FUNKSIONIT

Detyra 5. a) monotonisht rritet, b) monotonisht zvogélohet, c) monotonisht rritet né fushén e pérkufizimit, ¢) monotonisht zvogélohet, d) mo-
notonisht rritet, dh) mootonisht zvogélohet né fushén e pérkufizimit.

DETYRA PER USHTRIME:

L.a) Dy =Rb) Dy =R c) Dy =R\{-3,3};2.2) D, =(—oo,ﬂ b) D, =R;3.2) D, =(-w0,-2]U[2,+)b) D, =(1,5]
4.2) D, =R\{0,5} b) D, = R\{1,3} &) D, =(—o0,1]U[2,+00)¢) D; =(4,+0) d) D, =(-3,3)dh) D = (-4,4)

5.9,6,4, 2a% —3a+4;6. f(x)=-2x—1;7. f(x)=—x"+2x+3 ;8.a) N, ={1,2}b) N, = % ;9.2) Ny ={-2,-1,0,1}
o) N, ={3}i10.3) N, ={-2.2} N, ={-1-10,-1+I0} 11.2) D, =R, N, ={~4,2} 0) D, =R\{4}, N/:{L%}
¢ D, :(—oo,—4]u[4,+oo), N, :{—4,4} ¢) D,=R, N, ={2}} d) D, :(—2,+oo), N, :{998}

12. a) tek, b) cift, c) as ¢ift, as tek; 13. a) cift, b) ¢ift, c) as ¢ift, as tek, ¢) tek, d) as cift, as tek, dh) ift; 14. a) monotonisht rritet, b) monotonisht
rritet, c) monotonisht zvogélohet, ¢) monotonisht rritet, d) monotonisht zvogélohet;

15. a) i kufizuar b) i kufizuar c) i kufizuar ¢) i kufizuar d) i kufizuar dh) i kufizuar; 16. ) (f ° g ) (x) = 9x? —12x+5

(/)0 ==1=3x"b) (f * £)(x) =sin(x*) o) (g /) (x) =sin’ x o) (£ 28) (9 =", (g2 /) ()= —

O(fog)) =lgVx, (gof)(x)=\lgx; 17.2) f(x) =3x=Tb) f(x) =4-x7¢) f(x) =sinx

2. FUNKSIONI LINEAR

1.a) A(0,1) dhe B(=1,0) b) 4(0,3) dhe B(3,0) b) A(0,2) dhe B(—6,0)¢) A(0,—1) dhe B(1,-1);

1
2.a)y=2b)x=—3c)y:x+5;)y=—%x+%;3.a)y=—3x—1b)yzzx;4.a)y:xb)y=—x
3. FUNKSIONI KATROR

1.a) T(-1,-1), A(-2,0), B(0,0), C(-3,3) dhe D(1,3) b) T (3,-4), A(1,0), B(5,0), C(0,5) dhe D(6,5) c) T (0,-4), A(-2,0), B(2,0), C(-1,-3) dhe D(1,-3);
2.a) Df = R = (—o0,+00) b) A(-1,0), B(3,0) ¢) T (1,4), ndérsa y_ . =4 pérx=1 g) Vf (—oo,4]d) rritet pérx € (—00,1), zvogélohet pér x € (1,+oo)

dh) f(x) = —x>+2x+3
B=(3,0)
A=(1,0)
c=(0,3)
T=(1,4)

3. f(x)=x"+1
4 f(x)=x*-3x+1




FUNKSIONI | FUQISE

ZGJIDHJA E DETYRAVE

1.a) f(x) = x° £ aly b) f(x) = x* aby
A=(0,0) B=(1,1)
B=(1,1) 3 A=(1,1) 3
c=(1,1)
2 2
C s - B
A
2 10 1 2 - f &
-2 -1 0 1 2
-1
-1
2.a b
) f(x) = x* y ) f(x) = xi Yy
B=(1,1) A=(1,1
A=(4, ) 2 (1. 1) 2
B
A
! 1
X f
T2 i
-2 -1 0 1 2
-1

1

3.2) D, =[0,490)b) Po ), = [0, +o0) ¢) I kufizuar prej poshté 0 < x© < +o0
4.2) D; =R\{0} b)Jo ) ¥, =R\{0} ¢) Jo

d) f(x) = xi ‘y
A=(1,1) s
B=(0,0)
A
1
7
B X
2 4 o0 1 2 3
-1
4. FUNKSIONI EKSPONENCIAL
1.a) f(x) = & aly
A=(0,1)
2
WA
f X
-2 -1 ] 1 2
-1
£ aby

2.a) ) = (%)x

A=(0,1)

d) f(x) = x? Ay
A=(1,1)
B=(1,-1) 2
A
1
f
= -1 0 1 2
B
1
—2
b) f(x) = 3
A=(0,1)
£

o 3

A=(0,1)

3.a)aeR,a>0,a+#1b) D,=R,V,= (O, +oo) c) | kufizuar prej poshté, f(x) >0




4 ZGJIDHJA E DETYRAVE

¢) Pér a > 1, funksioni monotonisht rritet né té gjithé fushén e pérkufizimit, ndérsa pér 0 < a < 1 funksioni monotonisht zvogélohet né té gjithé
fushén e pérkufizimit d) Nuk ka zero;

4 fx) =2 oy
A=(1,2)
3
2 A
X
4o 1 2 3
-1
6. FUNKSIONI LOGARITMIK
l.a) f(x) = logs(x) 2‘)/ b) f(x) = logy(x) A
A=(1,0) A=(1,0) 2
1 / ,
S A X
1o 1 2 3 T o * 3 3
» »
f
2 .
2.a) f(x) = —2+ logy(x) oMby b) f(x) = logy(x —1) Yy : x=1
A=(4,0) grx=1 2 I
4 A=(2,0) |
/ 1 !
- X !
) 1 2 3 4 5 6 7 ! A X
I 1 2 3 4 5 6 7
4 1
1 1
1
-2 f 1
2 1

3.a)aeR,a>0,a#1 b) D/ =(0,+) dhe Vf = Rc)Jog)Péra > 1funksioni monotonisht rritet né té gjithé fushén e pérkufizimit, ndér-
sa pér 0 < a < 1 monotonisht zvogélohet né té gjithé fushén e pérkufizimit d) Po;

4. 1(x) = logy(x) y
A=(4,2) 2

e

7. KONCEPTI PER FUNKSIONIN INVERS
1.0) f“(x>=§—2x b) f"(x)=2x—+21;2. 2) £ )= (=17 b) £ () =2+log(x~3); 4. a=1, b=0 ost a=—1, beR;
—

2-2x
1+x

5.2) f"(x)=1_7x b) £ () =x" ~Lxe[0,40) ¢ f7(x)=log,(x+1), xe(l+®) ¢ [ (x)=e" =2 d) f(x)=

8. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE THEMELORE
1.a) f(x) = 2 sin(x) Dy b) f(x) = cos(x)+ 2 4y

N)
N}

S X

K T2 ™2 swi2 pm Smwi2 3\ v —wi2 0| wi2 w 3w/2 2w 5wi2 3w
-1
-2
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2. a) Po, b) Po, c) Po; 3. a) Cift, b) Tek c) As ¢ift, as tek.

DETYRA PER PERRSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK.

La)D,=Rb) D, =R\{-4,1}, ) D, =(-2,2);2.a) N, =Db) N, ={-1,1}, ) N, = {0}; 3. f(x) =2x -2
2x

e -1

4. a) cift, b) Gift, ¢) cift; 5.a) /' (x) = §—ix, b) /7' (x) = X+3 L) ST ) =(x+2% 9 () = ;
9 3 2x—1 2e"

6.a) f(-2)=1, f(0)=2, f(3)= %, b) (-4,0), (0,2) ¢) rritet pér x € R d) [—OO,%) dh) pér x =2 e) pér x € (—o0,—06);

7.2) f(-2)=5, f(0)=1, f3)=-5 b)(%,Oj, (0,1)9) zvogélohet pér x € Rd) (—oo,—S)dh) pérx € (3,+); 8.a) Jo, b) zvogélohet pérx € R
o f(2)=-1, f(-1)=2¢) (3,+oo) d) pérx=2 dh) pér x € (—4,0); 9. a) pér x = 0 ka vleré mé t& madhe b) rritet pér x € (—0,0), zvogélohet pér
x€(0,+0)c) f(1)=2, f(0)=4¢) (O, 2) d) Nuk ka dh) pér x € (—o0,—1) U (1,+00); 10. a) Nuk ka b) zvogélohet pér x € (=0, —1) U (=1, +0)
o) f(1)=0, £(0)=1¢)(—o0,—1)d) pérx=0dh) pér x € (—o0,~1)

Njésia modulare 3 — VLERA KUFITARE E FUNKSIONIT

1. KONCEPTI PER VLERE KUFITARE TE FUNKSIONIT
1 . . . . . .

1.a)19,b)—; 2. a) lim f(x) =—oo, lim f(x)=+4c0b) lim f(x)=+40, lim f(x)=-ococ) lim f(x)=—oo, lim f(x)=+w
5 x> x—1" x—o-2 x—>-2" x—2" x—2"

¢ )}glll f(x)=-1, lg{l f(x)=14d) xlglol f(x)=0, xhﬁnoq f(x)=+c0dh) vhj)l f(x)=1, )}gﬁl f(x)=0;3.2) 2, b) divergon, c) 2,
¢) divergjon, d) ﬁ dh) 3%/b72; d)3;4.3) —% b) g c) 3%(;) divergjond) 1,dh) 2,e) 1;5.a) 2, b) % c) 0, ¢)+od) 1, dhe) O,

e) 7% 6.a)—2,b)—3,c)—1;

2. VUUESHMERIA E FUNKSIONIT

2.a)0,b)1,c)-1;4. a=1;5 p=-3;

— — =2 =2
6.c=2,d=-3 <% e e e e
PR S ——
h(x) = x®+x, (-1<x<2) d=-3 f

f(x) =2x*—3x+4, (2<x<00)
g(x) =1-2x-3x%, (—co<x<-1)

8 -7 6 5 4 -3 2 f1 S HaHHAHHeHHe

af 2

3. ASIMPTOTA E LAKORES

1. x = 0 éshté asimptoté vertikale, y = 1 éshté asimptoté horizontale; 2. x = —4 éshté asimptoté vertikale, y = 1 éshté asimptoté horizontale;
3. x = 1 éshté asimptoté vertikale, y = x + 1 éshté asimptoté e pjerrét; 4. x = 2 éshté asimptoté vertikale, y = x+ 7 éshté asimptoté e pjerrét; 5.
x =0 éshté asimptoté vertikale, y = 2 éshté asimptoté horizontale; 6. x = 1, x = 2 jané asimptota vertikale, y = 1 éshté asimptoté horizontale; 7.
x =0 éshté asimptoté vertikale, y = x + 1 éshté asimptoté e pjerrét; 8. x = 2, x =—2 jané asimptota vertikale, y = —x éshté asimptoté e pjerréte;
9.y =0 éshté asimptoté horizontale; 10. y = 1, y =—1 jané asimptoté horizontale; 11. y = 3x éshté asimptoté e pjerrét; 12. y = 0 éshté asimptoté
horizontale; 13. y = —2 éshté asimptoté horizontale; 14. y = 12 éshté asimptoté horizontale;

15.x = 2, x =—2 jané asimptota vertikale, y = 0 éshté asimptoté horizontale.
4. KUFUTE E FUNKSIONEVE ELEMENTARE. ASIMPTOTAT E GRAFIKEVE TE FUNKSIONEVE ELEMENTARE

1. a) Nuk ka b) x = 0 éshté asimptoté vertikale, y = 0 éshté asimptoté horizontale c) y = 0 éshté asimptoté horizontale;
2. a) Nuk ka b) Nuk ka c) Nuk ka ¢) Nuk ka; d) x = 0 asimptoté vertikale, y = 0 asimptoté horizontale dh) Nuk ka e) x = 0 asimptoté vertikale
g) x = 0 asimptoté vertikale h) y = 0 asimptoté horizontale i) y = 0 éshté asimptoté horizontale
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5. VLERA KUFITARE SPECIALE
4

4 1 =
1.a)7,b)52.a)4,b),%,b¢0;3.a)eb)e_34.a)e 3p) e’
DETYRA PER PERRSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK:
1.a)9,b) 2; 2.a) lim f(x)=—on, lim f(x)=+w0b) lim f(x)=-—o0, lim f(x)=+w;3.a) l, b) 1, c) l(;)§d) 2, dh) le) -2,

14 x>l 1 x—>-3" x—-3" 2 33 4
1 1 7 2 1 1 PR |
——h)—4.3)3,b ——; 5. ,b)-1,¢)1;6.a) =, b)—,¢c)—,¢) =, d)—dh) e, ) ,h)—;
g)3) a)3,b)-7 C)2 a) )-1,¢) a)3 )4C)5<;)2 )2 Je,e)e ,g)e )e
8.a) pérx =—2, x=3b)xe(—oo,—Z)u(—2,3)u(3,+oo)c) lin}f(x)=+oo, lill;f(x):—oog) liII}gf(x):—oo, li1131+f(x)=+oo
X—>— X—>—. X, X—>.

d) prej tre ) = by

X —x—6
M={y=0,x=-2,x=3} 3

—-4 -3 2 4 5
-1
-2

9. a) x =—1 éshté asimptoté vertikale, y = 3 éshté asimptoté horizontale, b) x = 1, x = —1 éshté asimptoté vertikale, y = 1 éshté asimptoté hori-

zontale, ¢) x = 0 éshté asimptoté horizontale, y = 2 éshté asimptoté horizontale, ¢) y = —x éshté asimptoté e pjerrét;

10.a) f(0,75)=100, (1) =120, f(3,5)=180b) Nuk ekziston c) D , = (0,4) ¢)Po.

d) Ay 11. . 1x<0 y
200 () = x+ 2 x>0 4
3
150 ‘
o
100 ———— !
X
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
50
-1
x| -2
h 0 1 2 3 4 50
12. " 13. Nuk ekziston; 14. a=0 ;15. a =3 1oy
¥
5 a=238
—_——
6
4

A

L G
T |

Njésia modulare 4 — DERIVATI | FUNKSIONIT

1. PERKUFIZIMI | DERIVATIT TE FUNKSIONIT TE PIKA

1.2) 0.5, b) 0.791, ¢) 0.0033, ¢) -0.045; 2. a) 2, f'(-2)=2b) -

) =-2¢) —— J_ f'(3)=%§)3x2,f'(—1):3;

2 1 1 1
.a)5,b 6x+2 2*In2, f'(0)=In2p)=, f'e)=— , ['3)=—
3.a)5 ) c) x+2¢)— (x 1) :4.2)2"In2, f'(0)= )x f(e) eC)zm f'3) 7

A
c) L , /'(0)=0; 5. Udhézim: Njehso derivatin sipas pérkufizimit dhe trego se te vlera pérkatése e x, lim 2 0

(1_x2) Ax—0 Ax
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2. CAKTIMI | DERIVATEVE TE FUNKSIONEVE ELEMENTARE

1 1 i
1.3a) 7x°, b) \/*,c)o g)l ;2.2) 7 In7 b) xm c);j—sinzxi“]) GJ ln%'b) XIL3'C) —sinx¢) osix
4.2) ¢ b)ﬁcn Ny ;5.2) 6°In6, b)_1+x c)gi/E,c)— —
3. DERIVATI | SHUMES, NDRYSHIMIT, PRODHIMIT DHE HERESIT
15,2, 3x% —4x+3;3. 327 ~3;4. 120° 185> + 2x—4;5. 1- = ;6. - = 4 12,7 ] ;8. 2x—2c08%;

¥ 2 X .Zx/_ \/—

9. 2cosx—4sinx; 10. 1 + £5%In5: 11 4x3 Inx+x3; 12. 3x% cosx —x° sinx; 13. 2sin x + 2xcos x
cos” x sin”x
1 12 e e’ 5 4 3 2
X X . X 1 . — _ —
14. 12x e" tgx+x e tgx+———;15. € arcsmx+\/_2,16, 36x° —60x" +8x° —30x~ +24x -2
cos” x 1-x
2 2
. 1 X =2x-1, . B3x-2x-3 .y 4dx—4  —x —6x-4
17. 2x—c052x+51n2x;18. ——2;19.ﬁ; 0. ———— 21 5 3 ;22. 5 5
x x*+1) (x*=1) (x> —4) (x"—4)
4x—-4 ¥ (si inx— inx—
2 2 . 2cosx 25, € (sinx+xsinx xcosx)'_ZGI sinx—x 2cosx—lex+ 7 ’
(x* =2x) (1-sinx)? sin? x 1—cosx 2 x4l
g L 1 6.3 5 2 .30, _ € *+cOSx+xSinX+XCOSX . 3 6 1 12 ;
3 e X 4t l+sin(2x) X2t 705 xIn6 cos’x
2 .
3 x3e"(4sinx+xsinx+xc0sx);33. X 10x+216;34‘ Xcosx—xsinx—e* —sinx 35, cosxfxlnxsmx72lnxcosx;
2(x-5) x2e* e
2
_ 3 3
2 2 \/; cos® x 2\/— 2x4/x 8¥/x
4. DERIVATI PREJ FUNKSIONIT TE PERBERE

1. 15(5x—7)2;2. 3 ;3. (2x—2)e”2_2”5;4. L;S. #;6. ! i 7. ln(x+\/1+x2);8. sinx* + 4x* cos x*

23x-5 209 x(1-a7) X -1

9. 5x* cosx”; 10. 55in4x-cosx; 11. —3cos’ x-sinx-cos x> —3x2 -cos’® x-sin x*; 12. 1+tg = tg x 13. lS(x 3)
cos’ x (x+3)
1gx xcos(\/1+x2) [ 2 32 9y —
14. ¢ ;15 ; 16. 117, Qx-2)erg(¥ ~2x+2) ;18 _N¥ #1198 50 o203
cos” x N/ 2(1—36 ) x 16-x* (=1’
1 —x2+2x—4;22‘ —x22—6x;4;23. 4x-4 5, 2c08x .55 e’ (sinx+xsinx—xcosx);
(*—4) (x* —4) (*-2x)  (I-sinx)’ sin’ x

5. DERIVATET LOGARITMIKE

1
1 - 12 f}l+i5 ln(1+i5j+ 55 32— 1 2£x+7)H ln(x+7j+ o i3 —Lx/1+ ! In 1+L + ! ;
X X ¥ X +1 (x=2)"\x-2 x=2) x+7 X x’ ¥ ) X+l

! (x+5jx+4(ln£x+5)+ ! j 5. (s1nx)5‘"X(sin(Zx)-ln(sinx)+sinx-c0sx);

_(x+4)2 x+4 x+4) x+5
6 (sinx)“”(ct x~cosx—sinx-1n(sinx))-7 Vx ;8. (Inx)* 1n(1nx)+L g (p#jx 1n[1_L)+L
. y ' .x_Z(l_lnx)l ' Inx)' "~ x+1 x+1) x+1
1 1 . cosx _
10. x’“’l(x+l)[lnx+x+ +—J;11. x (x“ lnx(lnx+1)+x“’) 12. (lnxj cos x(1—Inx) lnx)_sinxln(ln_xJ ;
x  x+1 X xInx X

x+3 (1_1_ ).14 -1 1 2 3 ).
=Yy (x+3 x=T7 4x+2)) ‘i/(x+2)2.</(x+3)3[2(x—1)_3(x+2)_4(x+3)'

1-x%)-¢""-cosx 2x 2x—1 .o . 3 2 1
15'( ) 3 3- ~—tgx—3ctgx |;16. x+1D’ -—— ¢ -sin* x-cos’ x m+2)6717X+2+2x+4ctgx—3tgx
sin” x -Xx
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6. ZBATIMI | DERIVATEVE. CAKTIMI | BARAZIMIT TE TANGJENTES DHE NORMALES SE FUNKSIONIT

. p— . _1 1 . . 1 . 1 { 1 9 . . p— 1 36.
1.1 y=-2x+3, n.y—5x+5 ;2. tiy=x+—;3.1t:y=2x——;4.a) A(E,Z) b) 3(0,2) ; 5. n.y——;x+7,

4
BB !

6.a)t:y=3,n:x=2 b)t;y:x%/Z+%/Z, n:y:_Tx_T ot:x=3,n:y=0;7.n:y=x-—;8.a)k =4, kn:_4,
e
b) k, =10, k. :__Vlloo;g. a) A(2,1n2), b) BG,—mz} 10. A(L,0) dhe B(1,~1);

7. ZBATIMI | DERIVATIT NE FIZIKE
1.a) 32m/ s, 40m/ s> b) 1120m/ s, 232m/s%;2.3) 29.43m/ s, 9.81m/s* b) 9.81m /s, 9.81m/s%; 3-1s;
4. a) v(t) =1 —126* +32¢, b) 4s; 5. s.

8. ZBATIMI | DERIVATIT. SHQYRTIMI | VIJIMIT DHE GRAFIKU | FUNKSIONIT
SHQYRTIMI | MONOTONISE SE FUNKSIONIT

1. a) rritet pér x € (—0,0), zvogélohet pér x € (0,+00) b) rritet pér x € (3,+00), zvogélohet pér x € (=0, 3) ¢) rritet pér x € (1,+%), zvogélohet
pér x € (—oo,1) ¢) rritet pér x € (—0, 2), zvogélohet pér x € (2,+0); 2. a) rritet pér x € (0,2), zvogélohet pér x € (—o0,0) U (2, +0),

b) rritet pér x € (—00,—2) U (3,+), zvogélohet pér x € (=2,3) c) rritet pér x € (—2,0) U (2, +©), zvogélohet pér x € (—0,—2) U (0,2),

¢) rritet pér x € (—0,—2) U (3,+o), zvogélohet pér x € (—2,3); 3. a) rritet pér x € (—0,0) U (2,40), zvogélohet pér x € (0,1) U (1,2),

1 1
b) rritet pér x € (—1,1), zvogélohet pér x € (—o0,—1) U (1,40) c) rritet pér x € (—5,2} zvogélohet pér x € [_OO’_EJ u(2,+oo),

¢) rritet pér x € (0,+00), zvogélohet pér x € (—0,0); 4. a) rritet pér x € (—0,—1) U (1,+%), zvogélohet pér x € (—1,1) b) rritet pér x € (0,2),
2vogélohet pér x € (—0,0) U (2,4%) c) rritet pér x € (—o0,—1) U (1, +0), zvogélohet pér x € (—1,1) ¢) rritet pér x € (—1,+0), zvogélohet pér
x € (—oo,-1).

SHQYRTIMI | VLERAVE EKSTREME TE FUNKSIONIT

>

1. a) Maksimum né A(=7,—14), minimum né B(—1,-2), b) Maksimum né (—1,—2), minimum né& (1,2) c) Maksimum né [—% —2} minimum

né (1,—2), ¢) minimum né (1,1), d) Nuk ka ekstreme dh) Maksimum né [—1,%} minimum né (3,-9);

2. a) Maksimum né (—1,2), minimum né (=5,10), b) Minimum né (—1,2) dhe (1, 2), c) Maksimum né (1,2), minimum né —%,%}
¢) Maksimum né (1, 1), d) Maksimum né (3, 4), minimum né (1,0), dh) Maksimum né (—1,5), minimum né (3,-27);

3. Maksimum né (2,—3), minimum né (8, 3); 4. Maksimum né (2,7), minimum né (0,—1).
SHQYRTIMI | KONVEKSITETIT DHE KONKAVITETIT TE FUNKSIONIT. PIKAT E INFLEKSIONIT TE FUNKSIONIT
) 1 o 1 L (12
1. konkave (e futur) pérx € —00,5 , konvekse (e dalé) pér x € §,+00 pika e infleksionit &shté P E,E H
2. konkave (e futur) pér x € (—00,1), konvekse (e dalé) pér x € (1,+00),

1++/3 1-3
3.a=3; 4. Pika té infleksionit jané B, (1,1), P, [—2 +\/§,T\/_], P [—2 —\/g,T\/_]. Barazimi i drejtézés éshté x —4y +3 =0,

SHQYRTIMI | VJIMIT DHE KONSTRUKSIONI | GRAFIKUT TE FUNKSIONIT

1. a) f(x) = ¥ -2 +3x—1 shy b) f(x)=x2+1
A=(0.43,0) x—1
B=(0, -1) 2 B=(0, 1)

M={ M={y=x+1,x=1}
P =(0.67, 0.41) 4 E,=(-0.41, -0.83)
E,=(2.41,4.83)
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c) _x—1 y 2.a) 2 B
=g i 0= 5 2
B =(0, 0.25) P, semifhe e
H =qy=0,%=-2,%=2) 4 :51;((1)’3)1,x 0,x=2} !
A=(1,0 A=(-0.73, 0)
2 B=(2.73,0) § 94
* £ ; S I
b o \ 4 6 4 B2 A B 4 6
=2 ¥
—4 4|
b) c)
f(x) = —x*+3x—2 P hy f(x) = x* —4x° +3x° byt
=g 1 n=4
P=(0,-2) P,=(1.71, -2.66) ?
E,=(-1,-4) ! P, =(0.29, 0.16)
E,=(1,0) E, = (2.37, -4.85)
A=(-2,0) A E, i E, =(0.63, 0.35) ot
-6 -4 2 4 6 Ez =(0,0) un Py 5
A=(3,0)
-6
3.a) _x b) 1-x2 A
0 =5"3 P () = 5= :
M={y=1,x=2} = 2
A=(0,0) |1=(y='1)
B=(4,2) ot A=(1,0) E
" P, =(0.58, 0.5) Py Py
____f__________z ______ T P, =(-0.58, 0.5) A B X
A &g B=(1,0) B RS 1 2 3
-4 2 0 4 6 E=(0,1)
________________ P e B
-2
-2
-4
c) 4.2) x—1
24 2x+3 (0 =
i) = X TS -2
X M={y=1,x=2}
M={y=x+2x=0} A=(1,0)
E,=(1.73, 5.46) B = (0, 0.5)
E,=(-1.73, -1.46) c=(3,2)
B =(0, )
b) c)
X241 4y _ 3x
i = 2L ) = 573
M={y=0,x=-2,x=0,x=2} == -
E,=(0.73, -0.61) j 11 ={y=0}
£ = (0.73,061) ) E, = (-1.41, -1.06)

E, = (1.41, 1.06)
P,=(0,0)

P, = (-2.45,-0.92)
P, =(2.45, 0.92)
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5.a) f(x) = 1-x%) e~ by b) f(X) =xe” 2Ay
1={y=0) By M={y=0}
E, =(-0.41, 1.25) : CP E=(1,0.37) 1 E
E, = (2.41, 0.43) K A=(0,0) A P
P,=(0.27,0.71) - = P=(2 027 =
P,=(3.73,-0.31) G Gane) Laa 1 = 3 6 =(2,027) o= 1 2 3 4 5
A=(1,0) 4 2 2
B=(1,0) 7
c=(0,1) -2
=2
-3
C) f(x) = x* & 4y
1={y=0}
E,=(0,0) 3
E,=(-2,0.54)
P,=(-3.41,0.38) ci
P,=(-0.59, 0.19) = 3
/ P, 1 =
SR  eeEmagERn Az X
-5 -4 -3 -2 -1 0 E2 1 2
=1

6.a) D, =R\ {1,3}b) 4=(0.75,0) c) B = (0,1) c) rritet pér x € (—90,0)U(1.5,3) U (3,+00), zvogélohet pér x € (0,1) U (1,1.5)

d) e dalé pér x € (—0.85,1)U(3,400), e futur pér x € (—0,—0.85) U (1,3) dh) maksimum n& B = (0,1), minimum n& C = (1.5,4)

e) D =(-0.85,0.9)f) f(4)=—4.33g) x=1.5as ift, as tek; 7. a) D, = R\{fﬁ,ﬁ} b) 4 =(0,0)

0) A= (0,0)¢) ritet pér x € (—0,-3) U (3,+20), zvogelohet per x € (-3,—3 ) (3,43 ) U(+/3.3)

d) e dalé pér x € (_w,—ﬁ)u(o,ﬁ), e futur pér x € (—\/g,o)u(\/g, +oo) dh) maksimum né pikén B = (=3,~4.5), minimum né pikén
C=(3,4.5)e) A=(0,0)) f(4)=4.92¢) tek;

9. ZBATIMI | DERIVATIT PER ZGJIDHJEN E PROBLEMEVE PREJ EKSTREMEVE

27 13 11
1.21 dhe 21; 2. Tdhe 7; 3.9 dhe 9; 4. Katrori me brinjé —; 5. Katrori me brinjé —; 6. Katrori me brinjé prej 8 banga. 12m;

7. trekéndésh barakrahas kénddrejté me kateta 5\/5; 8. Drejtkéndésh me brinjé 4cm dhe 1.5¢m dhe sypriné 3cm2;

8
9. rreze 3cm dhe lartési 6¢m. Cilindér barabrinjés; 10. 7 = gc‘m , h=2cm, V= 128 7zcm3"

9
12. Katror me brinjé 6¢cm. V = 38886m3; 13. Né pikén [%,ﬁ} 14.S= ﬂ;

DETYRA PER PERSERITJE DHE ZBATIM PRAKTIK:

1 12x° —x+3 5, > ;3. > ;4.
2x+3J(x-2(x+3) | (Bx-2)(x+1)

7.v=5'2)=8;8.a=5"1)=20 ;9. z;y:%x+&dhen:y=—3x—10; 10. Zvogélohet pérxe(—oo,O)U(O,+OO);

& (3sin(x2 +1)+2xcos(x2+l))? 5.y=4;6. y=—x+1;

11. maksimum né (0,0), minimum né (2,-8); 12. | dalé pér x € (—00,1), i futur pérx € (1,+OO). Pika e infleksionit né (1,-2);

13. 1 14. f(x):x3—4x2+5x—2 y

f(x) = x3 Y E, = (1.67, -0.15) T

A=(0,0) ; E=(1,0 :
P = (1.33, -0.07)
A=(2,0)

X B=(0,-2) 0 3 -
-2 -1 1 2
f

2r H
15. 30 dhe 30; 16. 40 dhe 40; 17. 50 dhe 50; 18. Katror me brinjé 11cm; 19. Rrezja e cilindrit éshté ? dhe lartésia éshté ?;
20. Rrezja e konit éshté R+J2 dhe lartésia e konit éshté 4R. Véllimi éshté TﬂR}l










